1. AZ ALLAPOTEGYENLET AZ ASZTROFIZIKABAN

1.1 FENOMENOLOGIKUS TERMODINAMIKAI OSSZEFOGLALO

ALAPFOGALMAK A fenomenologikus termodinamika a tobbvéltozds fiiggvénytan
egy specialis fejezete, melyet csak elsddlegesen fizikai alkalmazasa okan tekintenek hagyo-
manyosan a fizika részének. Targydt olyan “dolgok” (matematikai sz6hasznalattal: “hal-
mazok”; fizikai széhaszndlattal: “rendszerek”) képezik, melyekhez M darab pozitiv valds
szdmot rendeliink. Ezen {z;}}, szdm-M-es adja meg a rendszer egyensilyi dllapotdt. Az
x;-ket extenziv dllapotjelzéknek nevezziik, mivel két rendszert (gondolatban vagy tényle-
gesen) egyesitve (két halmaz uniéjat képezve) osszeadédnak:

(B)

:cl(-AUB) = xEA) +z;

Az z; allapotjelzék értéke (s dltaldban a rendszer éllapota) a t € R id6paraméter fiiggvé-
nyében valtozhat. Ez a valtozas csak gy torténhet, hogy a rendszerek extenziv mennyisé-
geiket egymas kozott kicserélik, azaz atadjak egymésnak x;-jeik egy részét. Ha két rendszer
kozott ez a csere megengedett, azt mondjuk, hogy a rendszerek egymaéssal kolcsonhatds-
ban dllnak; ellenkezd esetben (az i-edik kolecsénhatds szempontjabdl) elszigeteltek. Minden
mas rendszertol elszigetelt rendszer a zart rendszer. Zart rendszerre az x;-k nem valtoznak,
azaz megmarado mennyiségek.

Két rendszer az i-edik kolcsonhatas szempontjabdl egyensilyban van, ha, bar koleson-
hatdsban allnak, z;-dtadas mégsem torténik kozottiik. Az egyensily fogalma egyetlen
rendszerre is értelmezhetd: egy rendszer egyensilyban van, ha barhogyan is bontjuk azt
részekre, a részek egymassal egyensilyban vannak. Definicigjabol kovetkezden az egyen-
suly szimmetrikus reldcié (hiszen két rendszer egymdssal van egyenstlyban); tovdbba ref-
lexiv is, mivel két azonos allapoti rendszer koziil szimmetriaokokbdl egyik sem adhat at
a masiknak x;-ket. Most posztuldljuk az egyensily egy tovabbi fontos tulajdonsagat:
= A termodinamika 0. fotétele: Az egyensily tranzitiv, azaz ha A és B egyen-
silyban vannak, tovabba B és C' is egyensilyban vannak, akkor A és C' is egyensilyban
vannak.

Ha az egyensily reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacié, dbrdzolhatjuk azt az egyen-
16séggel, mely szintén ilyen relacié. Tehéat a rendszer minden kolecsonhatasahoz rendelhet6
egy, az allapottol fliggd

yi = f(z1,. ., om) (1.1)

valés szdm oly médon, hogy a rendszerek egyensulyat ezen un. intenziv allapotjelzok
egyenldsége reprezentdlja. A (1.1) relacidkat dllapotegyenleteknek szokas nevezni, bar vol-
taképpen helyesebb volna a “fazisegyenletek” megjel6lés, mivel a kiillonbozo alaku allapo-
tegyenletek az anyag kiilonbozo fazisait jellemzik. Konnyen belathaté, hogy az intenziv
allapotjelzok koziil csak M — 1 fiiggetlen.

A bizonyitas a kovetkezéképpen torténik. Nyilvanval6 (hiszen ha A, B és C azonos éllapoti rend-
szerek, akkor A B|J C-vel is egyensiilyban van), hogy az (1.1) reldciék homogén nulladrendii fiigg-
vények, azaz

yi = f(Axq, ..., A xp)



is teljestl. fgy Euler tétele szerint

J

Ezen egyenletrendszernek akkor van nemtrivialis megoldédsa, ha determindnsa zérus. Ez a determi-
nans pedig éppen a
8(y1a" 7yM)
a(xla"'va)

Jacobi-determindns. A (1.2) Osszefliggés szerint tehét az y;-k nem fiiggetlenek egyméstol.

=0 (1.2)

Ezek szerint a (1.1) relaci6kbdl egy kivételével akar valamennyi extenziv mennyisé-
get kikiiszobolhetjiik, s az intenziv allapotjelzOket egymassal és egy extenzivvel
fejezhetjiik ki. Ez az allapotegyenlet szokasos alakja.

A tovébbiakban az altalanossag lényeges korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy az (1.1)
fiiggvények szigortian monotonak, s derivaltjuk véges. (A fizikailag érdekes alkalmaza-
sokban &ltaldban ez a helyzet.) Ekkor konny(i belatni, hogy egyfdzisu egyensilyi rend-
szer szilkségképpen homogén, azaz belble tetszoleges A és B részrendszert kivélasztva

ng):ng):...:xg\?):xg\f):/\.

Bizonyitds: A rogzitett dllapotat az M dimenzids allapottérben egy pont reprezentalja. B ezzel
egyensulyban levé allapotai azok, melyek az allapottérben valamennyi intenziv mennyiség kozos-

nivéfeliiletén fekszenek. Mivel az intenzivek koziill M —1 darab fiiggetlen, ez az altér M — (M —1) =1

dimenziés. De az {/\xEA)}ﬁvfl allapoti rendszerek bizonyosan egyensilyban vannak A-val (hiszen-

ezek \ darab A rendszer un_iéjzit jelentik), igy ez az egyparaméteres sokasdg sziikségképpen meg kell
egyezzen a keresett egyparaméteres sokasaggal.

ENTROPIA ES FOTETELEK  Mint mér az eddigiekbél is kitetszik, a fenomenolo-
gikus termodinamika pusztan absztrakt keret, tires “ruha”, amit majd a konkrét fizikai
alkalmazasokra rdhuzhatunk. Hogy a késobbi alkalmazéshoz igazodva, a képleteket isme-
rosebb formaban irhassuk, mar itt megeldlegezziik, hogy késébb az extenziv allapotjelzo-
ket az F (belsd) energidval, a V térfogattal, és a kiillonbozd fajta részecskék N; szaméval
(i = 1..(M — 2)) fogjuk azonositani. A tovabbiakban az egyszertliség kedvéért az M = 3
esetre (egyféle, vagy mereven rogzitett szamaranyt részecskék) koncentralunk, {gy exten-
ziv allapotjelzéink E, V és N. (A tovabbiak az altaldanos esetre konnyen kiterjeszthetok.)

Az x;-k fenti fizikai azonositdsat fejezi ki
= A termodinamika elsé f6tétele: F, V és N az extenziv allapotjelzok, azaz meg-
maradnak (értékiik zart rendszerre nézve allandd), s egyensiily esetén a rendszer allapotat
egyértelmiien meghatarozzak. Mivel a térfogat és a részecskeszam megmaradésa trivia-
lis, az els6 fotétel 1ényegében tehat az energia megmaradasat fejezi ki, tovabba azt, hogy
az energian kiviil mas fiiggetlen nemtrividlis megmaradé mennyiség a termodinamikaban
nem jatszik szerepet.

Vezessiink most be egy tovabbi extenziv mennyiséget, az S entropidt. Mivel az egyen-
sulyi allapot homogén, igy zart egyensiilyi rendszer allapotat az x;-k egyértelmiien megha-
tarozzék (azaz minden részrendszer allapotét is megadjak). Ezek szerint pedig egyensilyi
rendszerben barmely tovabbi, a rendszert jellemzé extenziv mennyiség az x;-k fiiggvé-
nyeként all el6. (Ui. a fliggetlen allapotjelz6k M szdmat éppen tgy vessziik fel, hogy ez
teljestiljon.) Tehat egyenstlyi rendszerekre

S = flar,...,ou) (1.3)



Mivel S extenziv, f homogén linedris figgvény (AS = f(Axy,...,Azys)), hiszen az egyen-
sulyi allapot homogenitasa miatt ez a feltétel ekvivalens az extenzivitas kovetelményével.
Megkoveteljiik még, hogy f legyen legalabb kétszer folytonosan differencialhatod, és min-
den véltozdja szerint egyértelmiien invertalhaté (azaz szigorian monoton).

Figyelem: a (1.3) fiiggvénykapcsolat nem tekintheté dltaldban véve az entrépia defi-
niciéjanak, hiszen ilyen kapcsolat léte csak egyensiilyi rendszerek esetében garantalt. Ha
az A és B rendszerek onmagukban egyensilyiak, am egymadssal nem allnak egyenstly-
ban, akkor az entrépia extenzivitdsa miatt a beldliik allé egyesitett rendszer entropiaja
SA 1+ S(B)ami 4ltaldban nem fejezhetd ki a (1.3) alakban. (Az A B rendszer bel-

s6 inhomogenitasa miatt allapotat a globalis xEAUB) extenziv mennyiségek nem irjak le

egyértelmiien.) A (1.3) kifejezés csak az entrépia egyensilyi értékét adja meg. A neme-
gyensulyi rendszerekre egy kiilon posztulatum vonatkozik:

= A termodinamika masodik f6tétele: Zart rendszer entrépiaja egyensiily ese-
tén maximalis. Zart nemegyenstlyi rendszerre pedig az entrépia monoton no,
vagyis a rendszer egyensulyhoz tart.

A maésodik fététel lehetové teszi, hogy kapcsolatot taldljunk az (1.3) fundamentalis
fiiggvény és az intenziv mennyiségek kifejezései (az dllapotegyenlet) kozott. Ha ugyanis
az AU B zart rendszert alkoté A és B rendszerek egyensiilyban vannak, akkor ezt az

. o (A) _ (B 4. ¢
egyensulyt kis mértékben megzavarva dx;”’ = —dz;”’, és igy

95\ @ 95\ ®
De az egyensily A B entrépidjanak széls6értéke, {gy 95AUB) /0x; = 0. Ezt a fentivel
egybevetve az egyensily feltétele az entrépiafiiggvény parcialis derivaltjainak egyenlosé-
ge, s igy e derivaltakat valaszthatjuk intenziv mennyiségeknek! (Megmutathat6 egyébként

az is, hogy e valasztas egy, a mértékegységnek megfelel6 konstans faktortol eltekintve az
egyetlen konzisztens vélasztés.)

dsAUB) — g5 4 gg®) —

95\ @ N 95\ ® 5
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Egyensiily esetén tehat
S = S(B,V,N), (1.4)

amit a fiiggvény invertalhatosaga miatt
E=FE(S,V,N) (1.5)

alakban is irhatunk. Ennek teljes differencialja

(dE =TdS— PdV + jidN | (1.6)

OF OF OF
T=(= P=—(= o= =— 1.
G 7o), -G, o

a homérséklet, nyomas és kémiai potencial definicidja, melyek tehat az egyes kolecsonhata-
sokhoz tartozé intenziv mennyiségek. A nekik megfelel kolecsonhatasok rendre a termikus,
mechanikai és kémiai kolcsonhatdsok. (1.6) fizikai jelentése az, hogy az energiavaltozés a

ahol



hohatas (termikus kolesonhatds), valamint a mechanikai és anyagi kolcsonhatéds eredmé-
nye, igy a héhatds figyelembevételével az energia megmarad. (1.6) igy az elsé f6tétel
kifejezésének is tekintheto.

Az E(S,V, N) fundamentalis fliggvény homogén linedris volta miatt az Euler-tétel sze-
rint

E=TS—- PV +uN (1.8)
Ennek teljes differencidljabdl (1.6)-t levonva a Gibbs—Duhem reldciéhoz jutunk:
SdT'—VdP+ Ndp=0 (1.9)

ami ismét csak azt mutatja, hogy az intenziv jellemzok nem mind fiiggetlenek.
Végil a teljesség kedvéért alljon még itt
= A termodinamika harmadik f6tétele: A T'— 0 hataratmenetben S — 0.

POTENCIALOK ES ALLAPOTMENNYISEGEK A fenti néhény formula, (1.5-1.9)
alapjan mer6 formaélis gyakorlat az egyensiilyi termodinamika 6sszefliggéseinek levezetése.

Az E energia mellett tovabbi energiadimenziéji mennyiségek, un. termodinamikai
potencialok is definidlhatok, igy a H entalpia, az F' szabad energia vagy Helmholtz-poten-
cial, és a G szabad entalpia vagy Gibbs-potencidl:

H=E+PV F=E-TS G=E-TS+PV =N (1.10)

Az asztrofizikaban az extenziv mennyiségek fajlagos, azaz N-nel vagy umyg N-nel elosz-
tott értékeit szokds tobbnyire hasznélni. (umpy az atlagos molekulasily, my az atomi
tomegegység). Az e, s, v fajlagos mennyiségekkel (1.8), (1.9) és (1.6) az aldbbi alakot
oltik:

e=Ts—Pv+ [ sdl'—vdP +dp=0 de=Tds— Pdv (1.11)
Tehat a fajlagos energia differencialja formalisan ugyanolyan alaki, mint rogzitett részecs-
keszam mellett a megfelelé nem fajlagos mennyiségeké. Ez természetes, hiszen a fajlagos
mennyiségek jelentése éppen az adott extenziveknek a (homogén) rendszer fix részecske-
szamu kis részére felvett értéke. fgy a fajlagos mennyiségek mar csak két fliggetlen valtozo
fiiggvényei. A tovabbiakban a fajlagos extenziv mennyiségeket tekintjiik, azon-
ban ezekre tovabbra is a nem fajlagos mennyiségek jel6lését (nagybetiik) alkal-
mazzuk: F = E(S,V) stb. Figyelembe veendé még, hogy a fajtérfogat helyett reciproka,
a p = 1/v slirliség is hasznalhaté.

Igy a (fajlagos) termodinamikai potencialok teljes differencialjai:

|dE =TdS — PdV dH =TdS+VdP

(1.12)
dF = —SdT — PdV dG =V dP — SdT

Ennek alapjan képezve a potencidlok vegyes masodik derivaltjait, és a Young-tételt fel-
hasznalva adédnak az n. termodinamikai Mazxwell-reldciok:

r), =), ().~ (),
br), =~ (). (@)= (),

(1.13)



A termodinamikai potencidlok és méas extenziv mennyiségek intenzivek szerinti derivalt-
jai adjak az un. allapotmennyiségeket (ismét csak helyesebb volna a “fazismennyiségek”
elnevezés). Igy a kétféle fajho:

) a8 OH 0S
v (o), =), (o) r ), o
Aranyuk a
v =cp/ey (1.15)
faghohanyados. Az izoterm kompresszibilitds és az izobar hétagulési egyiitthaté pedig
1 (oV 1 (0p 1 (oV 1 (0p
vy (), 2 (6), vlaw), (@), 0w

ezek helyett néha dimenzidtlan alakjukat hasznaljuk:
5]3 == OZPT 5T == XTP (117)

Az asztrofizikdaban gyakran el6fordulé dimenziétlan allapotmennyiségek még

P (0T
V=7 <3P>s (1.18)

valamint a Chandrasekhar-féle adiabatikus kitevok:

_p (0P [, P o\ 1" _ L .p(oT
rl_P(ap>S FQ_[l T(ap)J n=tef(G) 0o

A fentiekbél nyilvanvald, hogy

-1 Ty—1

Vad F2 Fl

(1.20)

és hogy I'; ' nem més, mint a dimenziétlan adiabatikus kompresszibilitds, (1—I'3)~! pedig
a dimenzidtlan adiabatikus hotagulési egyiitthato.

A két fajhé kiillonbségére vonatkozdlag fennall az aldbbi jol ismert relacio:

OE ov abT
e (GRS O Ry a2

a8 oF oV
CP—T<aT)p— (aT)P”(aT)p

de ha fiiggetlen véltozénak P-t és T-t vélasztjuk, E(T, P) = E[T,V(P,T)], amib6l

(8),- (25), - (25), (),

=cy

Bizonyitds:



AZ ALLAPOTEGYENLET Mint e szakasz elején lattuk, az allapotegyenlet az inten-
ziv mennyiségek kifejezése a tobbi allapotjelzo fiiggvényében, melyek kozott legalabb egy
extenziv mennyiségnek is kell szerepelnie. Szokésos felirdsaban valéban csak egy extenziv
allapotjelz6 szerepel, vagyis az allapotegyenlet az intenziv mennyiségek egymas kozti kap-
csolatat adja meg. Az egyetlen extenziv mennyiség valasztdsa szerint az allapotegyenlet
felirhaté pl. P = P(p,T), P = P(E,T), P = P(S,T) vagy akdr P = P(H,T) alakban.
(T6bb komponensii rendszerben az argumentumban természetesen tovabbi valtozok is fel-
lépnek.) Az elsé esetben az allapotegyenlet differencidlis alakja a fenti definicidékkal

dp dr dP
— T P=_—0p— — 1.22
p apdl + xrd op - + or P ( )

Az allapotegyenlet tobbi formdjanak differencidlis alakban vald felirdsdhoz hasznéljuk fel a (1.13)
Maxwell-reldcidk koziil a mésodikat, melynek jobb oldalat a (1.22) dllapotegyenlet segitségével kife-
jezhetjiikk az imént definialt allapotmennyiségekkel:

(5), = 2o
p ) ¢ Xt p?

Ezzel az entrépia teljes differencidlja igy irhato:

T T
TdS = ey dT — £ dp = cpdT — 22~ P (1.23)
XTp P

ahol a mésodik egyenléség (1.21) és (1.22) felhaszndldsdval adédott. Ugyanigy

17QPT

dH = cpdT + —L~ qp (1.24)
p
P —apT
dE = ey dT + X=— 2P g (1.25)
XTpP
(1.23)-bél egyébként rogton kovetkezik, hogy
P
Vot = 2P (1.26)
cpp

Feladat: frjuk fel az allapotegyenlet P = P(F,T) formdjanak megfelels differenciélis alakot!

Feladat: Mutassuk meg (1.22) alapjdn, hogy

1

P —
Y 60 —0pVad

1.2 STATISZTIKUS TERMODINAMIKAI OSSZEFOGLALO

CELKITUZES A statisztikus termodinamika a sok szabadsédgi foku rendszerek mecha-
nikajanak — a statisztikus mechanikanak — azon aga, amely specidlisan a gyengén kol-
csonhato sok szabadsagi foku rendszerekkel foglalkozik, vagyis az olyan rendszerekkel,
melyekben a részecskék kozott legfeljebb a rendszer (makroszkopikus) méreteinél sokkal



I. tabldazat: A statisztikus mechanika f&6bb teriiletei és Osszefiiggéseik

Sok squbuddsidgh fokd rendszerek
[ Statisztikus mechanikaj
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rovidebb, “mikroszkopikus” hatdétavolsagu erdk hatnak. Az ilyen rendszerek makroszkopi-
kus részei kozott tehat kolesonhatasi energia nem 1ép fel, igy az energia a részecskeszamhoz
és a térfogathoz hasonléan additiv, extenziv mennyiség, ami lehetévé fogja tenni a feno-
menologikus termodinamika formalizmusanak alkalmazasat. Az erésen kolesonhaté rend-
szerekkel foglalkozo statisztikus mechanikai teriiletekre (1d. I. tdblazat) ez nem all ugyan,
viselkedésiik egyes aspektusai mégis hasonlok a termodinamikai rendszerekével, igy az e
szakaszban targyalandé ismeretek egy része pl. a sztellardinamikaban is hasznosithato.

Szlikebb, altalunk is hasznalt értelmében a statisztikus termodinamika csak az egyen-
sulyi (azaz makroszkopikusan staciondrius) rendszereket vizsgdlja, mig a nemegyenstlyi
rendszerek a kinetikus elmélet vagy kinetikus fizika targyat képezik. Konkrét alkalmazasai
szerint mindkét teriilet tovabb oszthato; e részteriiletek koziil az asztrofizikdban legfon-
tosabb a plazmafizika, amit késébb kiilon fejezetben targyalunk majd.

A statisztikus mechanika {6 torekvése kis szama makroszkopikus mennyiség (pl. hémér-
séklet) fejldésének autoném (sajat kezdeti feltételei dltal meghatérozott) leirasa. Mivel a
rendszer allapotat mikroszkopikus értelemben igen nagy szamu paraméter jellemzi, egyal-
talan nem nyilvanvald, hogy az ilyen leiras egyaltalan lehetséges. Mindazonaltal ha igy
van, akkor nyilvan altalaban végtelen sok olyan kiilonboz6é mikroallapota van a rendszer-
nek, amelyhez ugyanaz a makroallapot tartozik. (Pl. a rendszer hdmérséklete nyilvan nem
valtozik, ha barmely részecske energiajat kissé megnoveljiik, és egy masikét ugyanannyi-
val csokkentjiik.) Mas széval a rendszert makroszkopikusan ugyanolyan rendsze-
rek egy egész sokasagaval kell helyettesiteniink. A sokasdgot tgy irjuk le, hogy
minden allapotra megadjuk annak valdszintliségét, hogy a tényleges rendszer az adott-
allapotban van. Egy mért mennyiség varhato értéke valamely késobbi idopontban pedig
a reprezentans sokasagra vett atlag lesz. Rendszerek és sokasagok ezen megfeleltetését,
amely tehat a statisztikus mechanika célkitlizésének egyszeri kovetkezménye, néha “a
statisztikus mechanika 0. posztuldtumanak” nevezik.

MIKROKANONIKUS SOKASAG  Alljon a rendszeriink N részecskéb8l (N > 1),
melyek mindegyikének [ szabadsdgi foka van. (Pontszer(i részecskékre | = 3.) Ekkor a
rendszer allapotanak egyértelmii megadasdhoz nyilvan 2IN = 6N paraméterre van szik-
ség (minden egyes részecske r helyét és p impulzusat kell megadnunk). A rendszer élla-
potainak Osszessége tehat egy 6 N-dimenzids tér, az dllapottér vagy fazistér pontjait adja:
e teret I'-val jeloljik. A reprezentdns sokasdgot — vagyis a makrodallapotot — I'-n az
f(ID) = f(x™) pWM): 1) eloszldsfiigguény adja meg, oly médon, hogy f dI' annak valészinfi-



sége, hogy a tényleges rendszert reprezentalé pont a fazistér kis dI' elemében tartozkodik.
(Kovetkezésképpen f 1-re normélt: [ fdl' = 1.)

A konkrét rendszer allapotvaltozasat a fazistérben neki megfelel6 pont mozgédsa rep-
rezentalja, azaz egy gorbe, ami a 6 N-dimenzids allapottér egy egydimenzids altere. Zart
rendszer esetén ez a gorbe felfoghat6 gy is, mint a rendszert jellemz6 (6N — 1) mozgésél-
landé értékei altal egytittesen definialt altér. A mozgasallandok koziil azonban makroszko-
pikusan csak kevés értéke meghatarozhato: ezeket nevezzik kontrollalhato integraloknak.
A kontrollalhaté integralok egytittes értékei is egy alacsonyabb (de 1-nél sokkal nagyobb)
dimenzidszamu alteret, un. “hiperfeliiletet” definidlnak a fazistérben: ezt a hiperfeliile-
tet a tovabbiakban Y-felilletnek fogjuk nevezni. Zart rendszer esetén igy a Y-feliilet a
makrodllapot megfeleldje; annak W (X) mértékét az adott makrodllapot termodinamikai
valoszintségének avagy statisztikus sulydnak nevezzik. Zart rendszert reprezentald soka-
sag tehat a Y-feltiletre korlatozodik, f értéke ezen kiviil nulla. Az ilyen sokasagok kozott
kitiintetett szerepe van az un. polimikrokanonikus sokasdgnak, melynek értéke »-n kons-
tans:

1/W (%) hal'e X

HI) = { 0 cayébként (1.27)

A makroszkopikus mennyiségek I'-n értelmezett fliggvények, melyek mérése mindig
véges At idore (és AV térrészre) valo atlagoldst jelent. Pl. tartdlyba zart gédz nyoméasé-
nak mérésekor voltaképpen a fal egy kis AA elemének kis At id6 alatt iitkozo részecskék
altal leadott impulzust hatarozzuk meg. At (és AA ill. AV)) makroszkopikusan kicsiny,
ugyanakkor a jellemz6 mikroszkopikus skaldkhoz (részecskék falba titkozési gyakorisaga
ill. tdvolsdga) képest nagyon nagy. A mérés tehdt hosszu idétartamra (nagy térrészre) vald
atlagolast jelent; staciondrius allapoti, egyenstilyi rendszer esetében nyugodtan vehetjiik
ezt végtelen idore vett atlagnak is. Ha tehat a makroszkopikus mérés alapjan nem tudunk
kiilonbséget tenni a sokasag egyes rendszerei kozott, ez azt jelenti, hogy a mérés eredmé-
nye nem fiigghet attol, hogy rendszertink ¥ mely pontjabdl indult a mérés kezdetekor. Fel
kell tehat tételezniink, hogy a sokasdg minden rendszere idéfejlédése sordn bebolyongja
az egész Y-felliletet. Feltételezziik tovabba még azt is, hogy e bolyongas soran a feliilet
azonos mértékii részeiben atlagban ugyanannyi idot tolt; a statisztikus termodinamikaban
tovabba azt is, hogy zart termodinamikai rendszerek esetében az egyetlen kontrollalhato
integrél az E (belsé) energia. ¥ igy az energia-hiperfeliilet, az (1.27) altal definiélt sokasag
pedig ez esetben az un. mikrokanonikus sokasag. E feltevéseket Osszegzi

= A statisztikus termodinamika els6 posztulatuma: zart termodinamikai
rendszerekre a makroszkopikus mennyiségek idbatlaga megegyezik a mikroka-
nonikus sokasagra vett atlagukkal.

Ez a posztulatum alapozza meg a termodinamika els6 f6tételét, hiszen eszerint a rend-
szer makrodllapotat az N részecskeszdam és a V' térfogat mellett a (szintén extenziv) E
energia egyértelmiien meghatarozza.

Mivel a végtelen idore vett atlaggal foglalkoztunk, eddigi kijelentéseink nemstacionari-
us, fejlodo rendszerek leirdsara nem alkalmasak. A nemegyenstlyi rendszer makroallapota
nem jellemezheto a mikrokanonikus sokasaggal, hanem >-n beliil fiigg a helytol és idében
is fejlodik. Ezt a fejlodést irja le

= A statisztikus termodinamika masodik posztulatuma: zart termodinami-
kai rendszerek eloszlasfiiggvénye a mikrokanonikus eloszlashoz tart. Ez a posz-



tuldtum tehdt a termodinamika masodik f6tételét (egyensilyhoz tartas) alapozza meg, és
azt jelenti, hogy pl. egy kezdetben X egy kicsiny részére korlatozott sokasag “szétdiffun-
dal” az egész energiafeliileten.

Felmeriil a kérdés, hogyan egyeztethet6 Ossze a fent leirt diffizié a Liouville-tétellel, melynek
értelmében nemdisszipativ rendszer eloszlasfiiggvényének értéke mozgdsdllandé: Df/Dt = 0f /ot +
rof/0r + pof/Op = 0. A megoldast az Gn. durvaszemcsés eloszlasfiigguény bevezetése jelenti,
ami a tényleges (finomszemcsés) eloszlasfiiggvény valamilyen véges “ablakkal” lesimitott 4tlaga. A
finomszemcsés eloszlasfliggvény értéke tehat valoban konstans marad, de a kezdetben X kis részére
korlatozott sokasag “amobaldbakat” novesztve szétmadszik az egész Y-felilleten, mindeniitt stirtin
behélézva azt. Ennek soran, mint konnyt elképzelni, a durvaszemcsés eloszlas valéban diffizié-sze-
rlien valtozik, s végiil a mikrokanonikushoz tart. Szigorian véve tehat a nemegyensilyi termodina-
mikaban az entrdpia definicidjaban a durvaszemcsés eloszldsfiiggvény szerepel.

A statisztikus mechanika fentebb felsorolt posztuldtumainak a mechanika torvényeibdl vald-
leszarmaztatasat tlizte ki célul a matematikai fizika egy specidlis fejezete, az ergodelmélet. Ez az
elmélet mindmaig nem érte el a fenti célt, de azt mar sikeriilt kimutatni, hogy minden feltevés
visszavezetheto lényegében ugyanazon posztulatumra, mely a sok részecskébol &ll6 rendszer dina-
mikajanak kell6en kaotikus jellegével kapcsolatos.

A fenti el6késziiletek utan most definidlhatjuk a rendszer entrépiajat az

S:—@/fmfﬂ (1.28)

formulaval.* Nyilvanvald, hogy ez a funkcional f-en keresztiil fiigg E-t0l, az integrala-
si tartoméany mérete és dimenziészdma révén pedig V-tél és N-t6l is: S = S(E,V,N).
Konnyen belathato az is, hogy S extenziv mennyiség, hiszen In f varhaté értékével ara-
nyos, f pedig valésziniiség jelentésii: annak egyitittes valészintisége, hogy az A részrendszer
W a B pedig f® &llapotban van, () f(B) s {gy a logaritmusok Gsszeadédnak.

Ha most (1.28)-ba behelyettesitjiik az (1.27) mikrokanonikus eloszlést,

1 |
S:_%/wwmmW@)

dY = kg In W () (1.29)

az eredményiink. Ez a fenti (Gibbs-féle) definiciéval szemben az entrépia egy alternativ
(Boltzmann-féle) definicidjanak is tekinthetd; a ketté szigorian véve csak mikrokanonikus
sokasag esetén ekvivalens, de jo kozelitéssel a tobbi, alabb targyalandé sokasdg esetén is.
Nemegyensulyi rendszerekre viszont az (1.29) definicié értelmét veszti. Az (1.29) formula
mégis sokszor hasznos, s ravilagit az entropia szemléletes jelentésére is: az adott makro-
allapothoz tartozé mikrodllapotok szamat, vagyis a rendszerrdl alkotott makroszkopikus
ismereteink hianyossagat, a makroallapot “rendezetlenségét” jellemzi.

Az S(E,V,N) fiiggvényre most mar a fenomenologikus termodinamika formalizmusét
alkalmazva, elvben a rendszert jellemz6 W (%) fiiggvény ismeretében meghatarozhaté pl.
az allapotegyenlet, s valamennyi termodinamikai mennyiség kifejezése.

Erésen kolcsonhaté rendszerek esetén, pl. a sztellardinamikaban a fenti okfejtés legnagyobb
része szintén alkalmazhatd, két kiilonbséggel. Egyrészt ilyen rendszereknél az E energia nem az
egyetlen kontrolldlhaté integral: fellépnek mellette méas kontrolldlhaté integralok is, igy az impul-
zusmomentum, sét a violens relaxacié esetében tovabbi, ma még ismeretlen integralok is. Ezért az

*A kg =1,38-1023 J/K Boltzmann-dllandé térténeti okokbdl bevezetett, dnkényes faktor csupan.



ergodelméletnek (mely a kontrolldlhaté integrélok szaméat és alakjat meghatdrozhatja) a sztellardi-
namikaban kiilonos jelentGsége van.

Masfel6l a rendszer részei kozti kolesonhatdsi energia miatt a kontrollalhaté integrdalok nem
additivek, s igy a termodinamikai formalizmus az S(E,V, N) fiiggvényre nem alkalmazhato.

KANONIKUS SOKASAG Bar az eddigiek alapjan elvileg barmely termodinamikai
rendszer allapotegyenlete levezethetd, technikai okokbdl gyakran célszertibb az allapote-
gyenletet nem a mikrokanonikus sokasag, hanem két masik, alabb definidlandé sokasag
eloszlasfiiggvénye segitségével leszarmaztatni. E sokasidgok egyike az un. kanonikus soka-
sdg, mely nem teljesen zart (rogzitett energiajui, térfogati és részecskeszamu), hanem
kornyezetével termikus egyenstlyban levd, csak mechanikailag és anyagilag zart (rogzitett
hémérsékletil, térfogati és részecskeszami) rendszer reprezenténs sokasédga.

Ha rendszeriinket A-val, kornyezetét (melyet végtelen nagynak is tekinthetiink) B-vel
jeloljiik, akkor az AU B rendszer egésze mar zartnak vehetd, Fy energiaval, s eloszlas-
fliggvénye a mikrokanonikus eloszlas, azaz A|J B valamennyi mikroallapota egyenld valo-
szinliségli. Marmost az A rendszer egy E energidju mikrodllapotahoz A B-nek nyilvan
Wg(Ey — F) mikroédllapota tartozik, ahol Wg a B rendszer energia-hiperfeliiletének mér-
téke (statisztikus stlya). Az A egy E energidju allapotéra tehat a Boltzmann-féle (1.29)
entropiadefinicié felhasznélasaval

We(Eo— E) _ sn(m-p)/k
E) = B(£0 B
/(B) WAUB(EO) >

Fontos hangstulyozni, hogy a fentiek két feltevésen nyugszanak:

— A két részrendszer energidja additiv, azaz a B rendszer energidja Fy— E. Ez gyengén kolcson-
haté rendszerekre mindig igaz (de dltaldnosabban is gyakran teljesiil, pl. a sztellardinamikédban
is).

— A és B allapotai egymastol fliiggetlenek, igy B szoba johet6 allapotainak szama, W valéban
csak FEy — E-t6l fiigg, és fliggetlen A allapotatol.

Maésrészt E/ Ey szerinti sorfejtéssel (hiszen a hétartély tetszolegesen nagy), és a hémér-
séklet (1.7) definicidjat felhasznélva

oS

Sp(Ey— E) = Sp(Ey) — | == E+...=85(Ey) —E/T+...
OFE ), n
(Ha a hétartaly méretével végtelenhez tartunk, a fenti kifejezés nyilvan egzakttd vélik.)

fgy végiil a kanonikus eloszlasfiigguény:

1 —F
f(E)= EexpkB—T (1.30)

ahol a Z particios fiigguény vagy dllapotisszeg f 1-re normaltsaga miatt

_E
Z:/mm®ﬂﬁ:ﬂﬂMN) (1.31)

(A V- és N-fiiggés az integréldsi tartomdny hatédrain, ill. dimenziészamén &t 1ép fel.)
A fentiekbdl rogton kovetkezik az aldbbi fontos relacié az F' szabad energiara:

F=—kgThZ (1.32)
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E E-TS F
Levezetés: S/kB:—ﬂnf}:an—l—kB—T = InZ=- T kT
(A termodinamikai jellemz6ket dtlagukkal azonositottuk, tekintve, hogy elég nagy részecskeszdm
mellett szérasuk tetsz6legesen kicsi, 1d. aldbb.)

F teljes differencialja dFF = —SdT — P dV + idN, amibdl a termodinamikai mennyi-

ségek kifejezései
oF OlnZ

(1.33)

P (8(F/T)> - (amz)
or VN oT VN

NAGYKANONIKUS SOKASAG A fenti koncepcié altalanositdsaval jutunk el a nagy-
kanonikus sokasdghoz, melyben rendszertink mar anyagilag sem elszigetelt a kornyezetétol,
hanem azzal diffizids egyensilyban van (a homérséklet, a térfogat és a kémiai potencial
rogzitett). Ilyen esetben, mivel a I'-tér N dimenziészdma nem rogzitett, a rendszer lehet-
séges allapotainak 0sszességét nem egy I'-tér, hanem megszamlalhaté sok N =0,1,...,00
[-tér egyiittese alkotja, s igy a fazistérre vett integralok a Y% _, [ dI' kifejezéssel helyet-
tesitendék. A fentiekhez hasonléan

Wg(eo — E, Ny — N) o £5B(c0—E,No—N) [k
Wy (€, No)

f(E,N) =

oE ON

oS oS
SB(EO—E,NO—N) :SB(E(),N())—< ) E—( ) N+
V,N V.E
:SB(E(),NQ) —E/T—ﬂN/T+

amibol a nagykanonikus eloszldsfigguény

f= é exp MJZB_TE (1.34)
ahol a nagykanonikus particiés fiiggvény (nagykanonikus allapotosszeg):
= = i /exp ’”Z_TE dr = (T, V, ) (1.35)
N=0 B
(2 a nagy “Kszi” beti.) Ez utébbi a
A= /et (1.36)
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aktivitds bevezetésével igy is irhato:

(11

= i MNZ(T,V,N) (1.37)

ahol Z a kanonikus allapotosszeg.

Az (1.32) Osszefiiggés analégja most az = PV (nagykanonikus potencidlnak is neve-
zett) termodinamikai potencidlra vonatkozé aldbbi relacié:

Q=PV =kgThE (1.38)

Ennek teljes differencialja d2? = SdT+ P dV + N dfi, igy a termodinamikai mennyiségeket
az alabbi kifejezések allitjak elo:

o0 0ln= _
SZ(@T'>VA:]€BT< 8T ) A—I—kJBln\_,
o Vi

o0 Oln= kgT | _
P — <a‘/>T A — kBT < av )T ) - ln‘—‘ (139)
I M

o), 2
O ) o ) ry

A (1.33) és (1.39) kifejezésekben E és N most mar természetesen e mennyiségek varha-
t6 értékét jelenti, ezt azonban kiilon nem jeloljiik. Mivel makroszkopikus rendszerek esetén
N > 1, az egy részecskére es6 energia pedig (mint alabb l4tni fogjuk) tipikusan ~ kgT', igy
E/kgT > 1, és az eloszlasok rendkiviil er6sen koncentralédnak a varhaté értékek koriil.
Az eddig definialt eloszlasok tehat empirikusan gyakorlatilag megkiilonboztethetetlenek,
kényelmes matematikai eszkozok csupan a termodinamikai relaciok leszarmaztatasahoz.
E célbdl barmelyikiiket hasznalhatjuk, az adott problématol fiigg, melyikiik alkalmazasa a
legkézenfekvébb. A termodinamikai alaposszefiiggések levezetéséhez minden esetben egy
vagy két a mennyiség bizonyos fazistér-integraljait kell kiszamitani: W kiszamitasdhoz
a =1, Z-éhez a = exp(—E/kpT). A mikrokanonikus sokasig esetében csak W kiszami-
tasara van sziikség, a kanonikus és nagykanonikus sokasagnal viszont T rogzitett, igy a
minden esetben csak F fliggvénye, s igy az energia-hiperfeliileten konstans. A kiszamitan-
do integrél tehat

/adl“:/oooa/EdeE:/ooan(E)dE (1.40)

alakba is irhato.

KVANTUM STATISZTIKUS TERMODINAMIKA Az eddigiekben klasszikus mecha-
nikai rendszereket tekintettiink. Az a tény, hogy a benniinket érdeklé mikroszkopikus alko-
toelemekbdl allo kozegek részecskéire a kvantummechanika torvényei vonatkoznak, eddigi
okfejtéseinket harom pontban valtoztatja meg.

(1) A széba johetd stacionarius mikrodllapotok nem folytonos, hanem diszkrét sokasé-
got alkotnak. (Ezek az energia-sajatallapotok, a Schrodinger-egyenlet idéfiiggetlen
megoldasai. A sajatértékek spektruma pedig véges kiterjedésli rendszernél mindig
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diszkrét.) Ez az eddigiekhez képest voltaképpen egyszeriisitést jelent, hiszen igy a
fazisintegralok az allapotokra vett 0sszegekkel helyettesitendok:

/adF — Zaj. (1.41)

(Vegyiik észre, hogy a és a; dimenzidja eltérd, hiszen a fazissiriséget reprezental.) A
statisztikus sily jelentése pedig most az adott E energia-sajatértékhez tartozo lined-
risan fiiggetlen sajatallapotok szama — vagyis az adott (elfajult) energia-sajatallapot
g multiplicitasa:

W(E) —g. (1.42)

Ahogyan klasszikus esetben az éllapottérre vett integral (1.40) szerint felirhaté az
energia-hiperfeliiletekre vett integrdlok energia szerinti integraljaként, ugyantgy a
kvantumos esetben is helyettesithetjiik az allapotok szerinti 0sszegzést az energiaszin-
tekre vett, stlyozott Osszegekkel (j és [ a tovabbiakban mindig az egyes éllapotokat,
illetve az energiaszinteket indexeli):

Zaj => qq (1.43)

ahol g, az Ej energidju linedrisan fliggetlen sajatallapotok szdma (a szint statisztikus
sulya).

Az allapotok diszkrét jellegét tgy is figyelembe vehetjik, hogy a I'-teret vagy az
egyrészecske-allapotteret kicsiny kvantumcelldkra bontjuk, s az egy cellan beliili alla-
potokat fizikailag azonosnak tekintjik. A kvantumcellak léte annak a ténynek felel
meg, hogy a hatarozatlansagi relaci6 értelmében a részecskék helyzetét és impulzu-
sat (tehat allapotat) szabadsédgi fokonként csak egy AxAp > h/4m bizonytalansag-
gal mérhetjiik, ahol h a Planck-allandd; ennél kisebb kiilonbség esetén két allapot
méréssel nem megkiilonboztethetd. A részletesebb meggondolasok szerint a kvan-
tumcelldk mérete szabadsagi fokonként éppen h lesz (vagyis az egyrészecske-
fazistérben h3, a I-térben h3V).

A g statisztikus sulyok értéke N-nel és E-vel hihetetleniil gyorsan nd. Tekintsiink pl. egy
N darab azonos kétallapotu “atombdl” allé6 rendszert. Az alapallapotban gy = 1, hiszen ez
csak egyféleképpen lehetséges (ha minden atom alapdllapotban van). Az l-edik gerjesztett

allapotban [ atom van gerjesztve, ami g; = <]>7) -féleképpen lehetséges, tehat Il-lel valéban

igen meredeken no.

Az alapéllapotra vonatkozd go = 1 kovetkeztetés altaldnos érvényii: az alapéllapot alta-
laban nem elfajult. Ennek koévetkeztében (1.29) szerint az alapéllapotban S = 0: a kvantum
statisztikus mechanikdban automatikusan teljesiil a termodinamika 3. f&tétele!

(2) A részecskéknek — még az oszthatatlanoknak is — lehetnek nem helyzetiikkel és
mozgasukkal kapcsolatos, belsé szabadsdgi fokaik is, melyek koziil legfontosabb a
sajat perdiilet vagy spin. Ez lényegében az egyrészecske-allapottér dimenziészamanak
novelésével irhatoé le: az tjabb dimenziéban a kvantumcelldk szama az adott bels6
szabadsagi fokok (spinbedalldsok) lehetséges szama, gs. Ezért a particids fliggvények
szamitdsanal a statisztikus silyokban a g, (N részecskére g¥) szorzé is figyelembe
veendo.
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(3) Mivel a mikroszkopikus részecskék nem megkiilonboztethetéek, a rendszer olyan-
mikroallapotai, melyek csak 1-1 részecske hely- és impulzuskoordindtainak felcseré-
lésében kiilonboznek, fizikailag azonosak. Igy az éllapotosszegeket korrigalni kell. N
darab részecske sorrendje nyilvan N!-féle lehet, tehat ennyi fizikailag azonos éllapo-
tot kaphatunk a cserélgetésiikkel, ami azt sugallja, hogy az allapotosszegeket is ezzel
a faktorral kell csokkenteni.

A fenti meggondolasokat Osszegezve tehat a kvantalt eset dllapotokra vonatkozo Gssze-
gei a klasszikus eset integraljaival a

N

9s
J

osszefliggésben allnak. Ezt nevezziik kvaziklasszikus dllapotszdmlaldsnak. Konkrétan pedig
(a=1)

o(B) = 0¥ WL = y(B) (B — B2 (1.45)
és (a = exp(—E/kgT)) N
Zkvantélt o gs (146)

Zklasszikus N' h3N

KICSERELODESI KOLCSONHATAS Az N! redukcié azonban tulzott lesz akkor,
ha két részecske azonos allapotban van — hiszen ekkor a felcserélésiikkel kapott allapotot
eddig sem tekintettiik kiillonbozonek. Mivel klasszikus esetben az allapotok folytonos soka-
sagot képeznek, két részecske allapota csak zérd valdszintiséggel egyezhet meg, igy ekkor a
korrekciétol eltekinthetiink. A kvantumos esetben viszont, a kvantumecellak véges mérete
miatt ez a valdsziniiség véges. Ha a részecskék egyrészecske-allapottérbeli stirii-
sége elég nagy ahhoz, hogy (fiiggetlen eloszlast feltéve) jelentds valdsziniiséggel
essen két részecske egy kvantumcellaba, a kozeget clfajultnak nevezziik. A kell6
allapottérbeli stirltiség — vagyis az elfajulas — nyilvan két titon érhet6 el: a kozeg tényleges
fizikai Gsszenyomasaval, azaz nagy stlirtiségeken, vagy impulzustérbeli “Osszenyomédssal”,
azaz alacsony homérsékleten.

Ha két részecske egy kvantumcellaban val6 tartézkodasa megengedett, az 1/N! korrek-
cié, mint mondtuk, tulredukalja az allapotosszeget. Az ilyen, egy cellaban tobb részecskét
tartalmazd allapotok tehat a valésagban gyakoribbak lesznek a kvaziklasszikus szamlalas
szerintinél: a részecskék kozott az allapottérben egyfajta “effektiv vonzéas” 1ép fel. Az ilyen
részecskék a bozonok.

Vannak azonban olyan részecskék is, az un. fermionok, melyekre nézve nem megenge-
dett, hogy ketten azonos kvantumcellaban tartézkodjanak (ez az un. Pauli-féle kizdrdsi
elv.) Ez viszont nyilvan egy “effektiv taszitast” jelent az egyrészecske-fazistérben.

A bozonok ill. fermionok kozotti effektiv er6, az un. kicserélédési kolcsonhatds tehat
elfajult allapotban, szélsoséges stirtiségek illetve homérsékletek esetén lesz csak jelentos.
Mas esetekben a kvaziklasszikus allapotszamlalas is kielégité eredményeket ad. Most a
tovabbiakban a kvéziklasszikus esetnél maradunk, s az elfajulasra késobb tértink vissza.
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1.3 IDEALIS GAZ

TERMODINAMIKAI RELACIOK Az idedlis géz olyan, N > 1 részecskébél 4ll6
rendszer, melynek energidja az egyes részecskék mozgasi energidjanak osszege:

E = Zei(pi) (1.47)

=1

ahol €; és p; az i-edik részecske kinetikus energidja és impulzusa. A tovabbiakban csak
pontszeri (3 szabadsagi foki) részecskéket tekintiink. Az altaldnos, relativisztikus esetben

ef = m?ct + pic? (1.48)

ahol m a — minden részecskére azonosnak vett — részecsketomeg. mig a nemrelati-
visztikus (v/c < 1) ill. az ultrarelativisztikus (vagy extrém relativisztikus, v ~ ¢, ill.
precizebben 0 < 1 — v/c < 1) hatdresetekben

2

Pi nemrelativisztikus esetben
e =4 2m (1.49)
pic ultrarelativisztikus esetben

Szorosabb értelemben idealis gazrol csak a nemrelativisztikus esetben szokas beszélni. Ide-
alis gazban az egyes részecskék impulzusanak idénkénti megvaltozasat, s igy a rendszer
fazistérbeli bolyongasat csupan a részecskék idénkénti utkozései, vagyis szoros megkoze-
litések esetén fellépd pillanatszerii impulzus- és energiacseréi biztositjak.

A részecskék fliggetlensége miatt a Z allapotOsszeg az egyes részecskék z allapotossze-
geinek szorzata alakjaban frhaté fel. Kvaziklasszikus szamléalassal

1
Z =5 2N (1.50)

z levezetéséhez sziikségiink lesz a g(e) statisztikus silyfiiggvényre. Ennek felirdsdhoz
s [€

o

tér e-nal kisebb energidju részében levé kvantumallapotok szama. Az ebben szereplo integ-

ral a koordinatatérbeli V' térfogat és az impulzustérbeli %71’]?3 térfogat szorzata:

gsV 4

vezessiik be a ®(e) W (€) de segédmennyiséget, amely tehét az egyrészecske-fazis-

—7(2me)>? nemrelativisztikus esetben
gsV4 4 h? 3 ( )
o= "7p’ = 1.51
h? 3 gV 4 o
—Te viszti
(ch)? 3 ultrarelativisztikus esetben
c
Ezzel
gsv 3/2 1/2 . . .
3 2m(2m)~/ “e nemrelativisztikus esetben
do
- — 1.52
9= =1 .y (1:52)
(c h)3471'€2 ultrarelativisztikus esetben
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Ezzel pedig (most mér csak a nemrelativisztikus esetet tekintve)

o0 —€ © (8mkT\*? fo 1/2 g5V
2 :/0 g(e) exp o de = gsVZ <h2> /0 u'?e ™ du = A3 (1.53)
VT/2
ahol .
def
A T (1.54)

a koordindtatér egy (kocka alakinak tekintett) kvantumcelldjanak éle; az ng Lot A-3

mennyiség, az un. kvantumkoncentrdcio pedig a kvantumcelldk szama térfogategységen-
ként.

(1.50) és (1.53) alapjén

1 79V N

vagyis az N > 1 esetén érvényes In N! ~ NIn N — N kozelité Stirling-formula felhaszna-
lasaval

e (1.56)

2rmkpT\** g,V
h? N

mZ=—-NImN+N+Nlhnhz=NIn [(

Ebbdl a kanonikus sokasdgra vonatkozé (1.32) és (1.33) képletek felhasznaldséval adédnak
az idedlis gazok jol ismert termodinamikai relacidi. Igy az energia kifejezése

3
E = §N kT (1.57)
azaz minden részecskére %/{;BT energia jut. Pontszerli részecskék esetén eszerint:

sumpv? = 2kpT (1.58)

Az éllapotegyenlet az n = N/V részecske-szamsiiriiség bevezetésével

NkgT 2
= BT pkgT = SF (1.59)

P
V 3

alakban adédik, a kémiai potencidlra pedig (1.33) alapjan

i = —kyT (a(;I;VZ)TV - —kBTln% (1.60)

az eredménytink, amivel az (1.36) aktivitds
A=N/z (1.61)

Az energia fenti (1.57) kifejezéséb6l a fajhé
o = @;7) o sz:B (1.62)
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Végiil a fundamentalis egyenlet

E-F

=7

2rmkpT\*”
e ) 95V 372 (1.63)

= NI{JB In < h2 N
Ez utébbibdl az S =const. adiabata egyenlete VT3/2 =const., vagyis az (1.18)-ben és
(1.19)-ben definidlt kitevék értéke

Vad:* F1:F2:F3:7:f (164)

Az az eredmény, miszerint az egy részecskére es6 energia nagysagrendileg kpT, nemcsak idedlis
gazokra, de a termodinamikai rendszerek sokkal szélesebb skaldjara is érvényes. Eszerint N > 1
esetén az Gsszenergia E > kpT, és igy az allapotosszegben szerepld exponencidlis-Gsszegben az els6
tag domindl. Az dridsi részecskeszamok miatt tehdt a makroszkopikus rendszerek mikrokanonikus,
kanonikus és nagykanonikus eloszlasai egymastdl empirikusan megkiilonboztethetetlenek.

Feladat: Nem pontszert részecskék esetén a mozgasi energia kifejezésében a transzlacids mozgds
(1.49) energidja mellett a rotaciés mozgds energigja is fellép. Mutassuk meg, hogy ebben az eset-
ben az energia kifejezése £ = %N kgT, ahol | a szabadsagi fokok szdma. (Kétatomos molekuldkra
[ =5, tobbatomosakra altaldban | = 6.) Az egy szabadségi fokra es6 energia tehdt minden esetben
%kBT (ekviparticids tétel). Mutassuk meg tovdbbd, hogy ekkor V,q = 2/(1 4 2) és a gammadk értéke
(1+2)/1.

A MAXWELL-BOLTZMANN STATISZTIKA  Mivel a részecskék kozott tavolhatasok
nincsenek, igy idedlis gaz esetén egyetlen részecske is kornyezetével gyengén kolcsonhatod
rendszernek tekinthetd, s alkalmazhato ra a termodinamikai leirds. (Kolesonhaté részecs-
kék esetén ez nem teljesiil.) Az egy részecskére felirt kanonikus eloszlds szerint az e;
energiaju j-edik allapotban az eloszlasfiiggvény, vagyis az allapot betoltési valdszintisége

pj = —€exp T (1.65)

(1.66)

Mivel a részecskék kozott nincs kolesonhatas, igy a fenti eloszlas irja le N-részecskés
rendszerben az azonos allapotban ill. energiaszinten tartozkodo részecskék varhatd szamat
is, az s; betoltési szdmot:

s; = Np, ill. s1= Np, (1.67)

ami (1.66) és a reaktivitds (1.61) kifejezése felhasznélasaval igy irhaté:

kT

(1.68)

5; = Aexp

Ez a Mazwell-Boltzmann statisztika.
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Helyettesitsiik be az (1.66) Boltzmann-eloszldsba ¢, és z (1.52) és (1.53) kifejezéseit:

ge— 2" 4 1.69
Ha most az eloszlast az e részecskeenergia helyett a vele € = %mvz, de = mu dv kapcsolat-
ban &ll6 sebesség fliggvényében adjuk meg, az eredmény

de 4 m \3/? —mu?
p(v) dv = p[e(v)]ﬁ dv = 7 (%BT) v? exp dv (1.70)

2kpT

Ez a Mazwell-féle sebességeloszlds. Az eloszlas szérasa, mint lathatd, (2kpT/m)'/?, azaz
termikus egyensily (fix T') esetén a nagyobb tomegii részecskék kisebb, a kisebbek nagyobb-
termikus sebességekkel rendelkeznek. Hidrogénplazméaban pl. az elektronok hdémozgasa
~ /2000 ~ 45-sz0r gyorsabb, mint a protonoké.

AZ ATLAGOS MOLEKULASULY Az R = kg/mpy egyetemes gazallandé bevezeté-
sével (my az atomi tomegegység) a (1.59) allapotegyenlet igy is irhato:

JI (1.71)
W

Kérdés, hogyan fejezhet6 ki a p = p/nmy (dimenzidtlan) atlagos molekulasily adott
kémiai Osszetétel esetén?

Legyen az i-edik kémiai 6sszetevo koncentraciéja (tomeghdnyada) ¢;, molekulasilya p;,
rendszama, szam- és tomegstirtisége pedig rendre Z;, n;, p;. Nyilvan

Pi = Cip = Nillmy (1.72)

fgy 1 definiciéjat figyelembe véve semleges anyag esetén trividlisan

1 1_ C;

—=—= . (1.73)
2 Ho i M
De mi a helyzet az asztrofizikaban fontosabb szerepet jatszo teljes ionizacié esetén?

Ekkor
n:ne—l—Zni :Z(1+Z¢)?% (1.74)

1
hiszen minden atom Z elektronnal plusz egy atommaggal jarul hozza a részecskeszamhoz.
(Az ‘e’ index az elektronokra utal.) A nyomads fizikai jelentésébél kovetkezik, hogy az egyes
komponensek parcidlis nyomasai osszeadhatok:

i(1+ Z;
P = Pe—l—zpi = (ne+z ni)kpT = lZ(l + Zl)nz] kgT =R lz C(/j)] pT (1.75)
amit (1.71)-tel Gsszevetve
—-—=) — 1.76
H 21: i ( )

Tiszta hidrogén esetén természetesen p = 1/2; héliumnél pedig p = 3/4.
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Az asztrofizikdban a vegyi Osszetételt gyakran a hidrogén, a hélium, illetve a “fémek”
(azaz minden Z; > 2 elem) X, Y, ill. Z koncentraciéjanak megaddsaval jellemezziik. Mivel
a fémek tobbségére Z; + 1 ~ Z; és p; = A; ~ 27; (A; a tomegszam), igy a fentibél a
B 4
C8X +3Y +2Z

i (1.77)

relaciora jutunk.

Egyes esetekben érdekes a p. egy elektronra juto dtlagos molekulasuly is. Ennek kifeje-
zése

~1

CiZi 2

= ~ 1.78

e (zz: i ) 1+X )

Fenti képletek tehat teljes ionizacié mellett érvényesek. A részleges (parcidlis) ionizaci-

onal p meghatarozasahoz tudnunk kell az ionizacié fokat adott osszetétellt gazban adott
homérsékleten és nyomason. E problémaval a kovetkezo szakaszban foglalkozunk majd.

ELTERESEK AZ IDEALIS GAZTORVENYTOL Az idedlis gdztorvényt fentebb kva-
ziklasszikus allapotszamlalas hasznalataval, a részecskék kolcsonhatdsainak elhanyagola-
saval, nemrelativisztikus kinematikai formulak felhasznalasaval vezettiik le. Ennek meg-
feleloen az aldbbi esetekben sziikséges a fenti formalizmus mddositasa.

(a) Elfajult dllapotban (nagy strliségek, ill. alacsony homérsékletek mellett). Erés elfa-
julasnal a fenti allapotegyenlet érvényét veszti, helyette egészen mas alaku allapo-
tegyenlet hasznalandé. Ezt az esetet az 1.5-1.6 szakaszban targyaljuk majd. Mivel
a fent definidlt ng = A~3 kvantumkoncentriciéval gsng megadja a T hémérsékle-
tl gazban a részecskék szamara elérhetd allapotok szamat térfogategységenként, igy
nyilvan akkor lesz elhanyagolhaté valdszintiséggel két részecske egy allapotban, ha
gsng/n > 1. Az elfajulds feltétele tehat

2(2rm kpT)>/?
h3n,.

(A feltételt az elektronokra irtuk fel, mivel kis tomegiik és nagy széamuk folytén rajuk
a legenyhébb.)

<1 (1.79)

(b) A részecskék kozotti erdk (pl. Coulomb-kolesonhatés) figyelembevétele esetén. E kol-
csonhatasok gyengesége miatt gazoknal csak kisebb mértékii korrekciokra van sziik-
ség. Alacsony homérsékleten, folyadékok és szilard anyagok esetén ezek a hatdsok
dominalnak, és éppen ez a halmazallapot-véltozasok oka. Ilyenkor természetesen
ismét egészen mas lesz az allapotegyenlet. Ezzel az esettel majd az 1.8 szakaszban
foglalkozunk.

(c) Relativisztikus effektusok. Ezek a gyakorlatban leginkabb az elfajult anyagban 1épnek
fel, hiszen nemelfajult idedlis gdzban az ekviparticié miatt ehhez T ~ m.c?/kp ~
109 K hémérséklet kell.

(d) Részleges (parcidlis) ionizdcid esetén a kiilonféle részecskék (ionok, elektronok) egy-
masba alakulhatnak, illetve az Gsszenergia szamitdasandl figyelembe veendd az ioni-
zacios potencidl is. Ezt az esetet a kovetkezo szakaszban vizsgaljuk.
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1.4 RESZLEGES IONIZACIO

BOLTZMANN- ES SAHA-ELOSZLAS A csillagok kiils§ rétegeiben tapasztalhaté
részleges (parciélis) ionizacié szdmos alapvet6 fontossdgu jelenség (pl. konvekcid, pulza-
ci6) megértésében kulcsszerepet jétszik.

Legyen n, s egy adott elem r-szeresen ionizalt, s-edik gerjesztett dllapotban levd ionja-
inak szama. Mivel adott r esetén az egyes ionok egymassal nem kolcsonhaté rendszerek, a
kiilonbozd gerjesztett dllapotok gyakorisdgeloszldsara alkalmazhato a kanonikus eloszlds.
Igy a Boltzmann-formuldhoz jutunk:

nr,s . gr,s exp _Xr,s
o Gro kT

(1.80)

(grs a megfeleld allapot statisztikus silya, x, s a gerjesztési energia.) Ezt sajat s szerinti
szummajaval elosztva a Boltzmann eloszlas alabbi alternativ alakjat kapjuk:
% gr,s _Xr,s

= = exp

1.81
. 2y kgT ( )

ahol z, = Y, g,s exp(—x,s/kpT) a particids fliggvény.
A kiilonbo6z6 ionizaciéfoku ionok relativ gyakorisagat viszont az tn. Saha-formula adja
meg;:

nT T
H’One _ Yr+10 £.(T) (1.82)
nr,O Qr,o
ahol ( )3/2
2 —Xr 2mmekgT —Xr
TTzex( ):2 ex( ) 1.83
F0) = e (7 e (o (1.8
Itt x, az ionizaciés potencial.

Levezetés: A Saha-formula szintén a kanonikus eloszldsbdl vezetheté le, azonban tekintetbe

kell venniink, hogy az ionizéacié ill. rekombindcié sordn a részecskeszam megvaltozik. A kanonikus
eloszlds alkalmazdsat {gy az a formaélis triikk teszi lehetévé, hogy az (r+1)-szeres ion + p impulzusi
elektron egyiittesét az r-szeres ion gerjesztett allapotanak tekintjiik, s erre a rendszerre irjuk fel a
kanonikus eloszlast. A [p, p+ dp] intervallumba es6 szabad elektronokkal tarsult (r 4 1)-szeres ionok
relativ gyakorisaga igy

dnyi10  gri1,09(p) dp < Xr +p2/2m@)
exp| ————

o kgT

1.84
M0 9r,0 ( )

A folytonos energiaspektrumi szabad elektronok statisztikus stilya szokds szerint (a térfogat szerinti
integralast az egy elektronra esé n_ ! térfogatra kell kiterjeszteni):

_gsdV d3p B 8mp? dp

d, - 1.85

g(p) dp 3 e (1.85)
Ezt az el6z6 kifejezésbe behelyettesitve, és azt integralva, az
> 2 —a?z? ﬁ

dr = — 1.86

/0 z‘e T =3 (1.86)

hatdrozott integral felhasznaldsdval adédik (1.82).
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A Boltzmann-formula (1.81) alakjat s-re szummazva, és n,. igy kapott kifejezését (1.82)-
ben felhasznalva a Saha-egyenlet aldbbi alternativ alakjahoz jutunk:

Tyl Rr41
.= (1 1.87
n, n ) f+(T) ( )

A képlet tovabbi gyakran hasznélt formait a P, = n.kgT helyettesitéssel nyerjiik (1.82)-
bél ill. (1.87)-bol:

41,0 P, = Ir+1,0 ksT f,(T) (1.88)
Nro gr.,0
Trilp _ Sl T F(T) (1.89)
n, Zr

TERMODINAMIKAI RELACIOK A parcidlis nyomasok additivitasa miatt
R
P =nkgT + ZnikBT = (n. + Zni)kBT =nkgT = —pT, (1.90)
i i H

vagyis az idedlis gaz allapotegyenlete valtozatlan alakban érvényes részleges
ionizacié esetén is. Ez azonban mar nem all mas termodinamikai relacidkra, illetve az
egyes allapotmennyiségek értékeire, melyek eltérnek az idedlis gazok esetében megszokot-
tol.

A p atlagos molekulasuly pedig (1.77) helyett a Saha-egyenletek alapjan szamithatd
ki.

Sok allapotmennyiség meghatarozdsdhoz az egy atommagra esé szabad elektronok n./n szdma-
nak meghatarozasara van sziikség. Az allapotegyenlet felhasznalasaval pl.

__(9lp\ _ n d(ne/n)
op = <8lnT)P_1+n—|—ne<6lnT P (1.91)

De az atlagos molekulasily meghatarozdsdhoz is n./n kiszdmitdsan &t vezet az it. Az atomma-
gok (azaz a semleges gdz) dtlagos molekulasulydt pg-lal jeldlve nyilvan

= po/(1+ne/n) = [(14—”6)2 C] (1.92)

n ) e

i

ne/n viszont a relevans dsszetevikre felirt Saha-egyenletek rendszerének megolddsa alapjan sza-
mithaté ki.

Feladat: Mutassuk meg, hogy tiszta hidrogéngéz esetén

op = 1+%m(1—w)<1>H (1.93)
& 24+ 21 — )
Vad = ﬁ (1.94)
ahol 5 i
Py=g+n (1.95)

xH pedig a H ionizaciés potencidlja.

Feladat: Az elsé 28 elemre x1 — xo > 10eV. Bizonyitsuk be, hogy normalis csillagok légkdrében
(T $5-10*K) ezen elemeknek egyszerre csak két szomszédos ionizéciés foka 1ép fel (néhény széza-
1éknél nagyobb gyakorisdggal).
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1. dbra: A szilicium fontosabb vonalait 1étrehozé gerjesztett dllapoti ionok relativ koncentrécidja
a hémérséklet fiiggvényében, P, = 132dyn/ cm? elektronnyomds mellett.

ALKALMAZAS: A CSILLAGSZINKEPEK FOWLER-MILNE-FELE ELMELETE Ha
az elektronnyomads értékét adottnak tekintjiik, a Saha-egyenlet (1.89) alakja alapjan meg-
kaphatjuk barmely kémiai elem barmely gerjesztett dllapotban levé ionjainak koncent-
racidjat a homérséklet fiiggvényében. A 1. abra példaképpen a szilicium esetét mutatja.
Lathato, hogy a homérséklet novekedtével a semleges atomok gyakorisaga csokken, az
adott ionizaciéfoku és gerjesztésii ionok koncentraciéja pedig kezdetben nd, majd egy
maximumot elérve ismét csokkenni kezd.

Ha feltételezziik, hogy egy adott szinképvonal erdssége ardanyos (de legaldbbis monoton
fiigg) a vonalat létrehozé atomi dtmenet felsé szintjén levd gerjesztett ionok szamsiiriisé-
gével, az abran lathatéhoz hasonlé szekvenciat kell kovetnitik a megfelel6 szinképvonalak
erdsségeinek (precizebben: ekvivalens szélességeinek) is a hémérséklet fiiggvényében. Ily
modon sikeriilt Fowlernek és Milne-nek 1924-ben* a csillagok szinképeinek kvalitativ értel-
mezését megadnia. Feltételezték, hogy a 1égkori nyomas egy luminozitasi osztalyon beliil
csak kismértékben véltozik. (Ez a feltevés jogos, hiszen a vonalszélességek alapjan defi-
nialt luminozitasi osztélyokat a Stark-effektus folytdn éppen a légkori nyomas hatarozza
meg.) A nyomds ezen allandé értékét fésorozati csillagokra inverz tton hatdroztak meg
a Saha-egyenletbdl, néhany ion vonalainak mért maximédlis intenzitasdhoz tartozo effek-
tiv hémérsékletek felhasznéldséval. Igy a P, = 132dyn/cm? értékhez jutottak. Ezutdn
ezen konstans értékkel kiszamoltak szamos gerjesztett ion szamstirliségét T fliggvényé-
ben, az 1. abradhoz hasonlé gorbéket kapva. A gérbéket a szinképvonalak erdsségének az
effektiv homérséklet fiiggvényében megfigyelt valtozasaval Osszevetve, meggy6zé egyezést
tapasztaltak.

A modszert kiillonbozo elemek ionjainak relativ szamstirtiségére kiterjesztve nyilt elo-
szor mod a csillaglégkorok kémiai osszetételének meghatarozasara. Ezek a korai vizsgdla-

*Fowler & Milne, MNRAS 84, 499 (1924); MNRAS 85, 970 (1925)
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2. dbra: A nyomési ionizdcié mechanizmusa

tok mutattak meg el6szor, hogy létezik egy univerzalis kozmikus elemgyakorisdag, amelytol
az egyes csillagokban tapasztalhaté értékek csak kismértékben kiillonboznek, sot az — a H
és He kivételével — a foldkéreg és a meteoritek elemgyakorisagaival is jo egyezést mutat.

A SAHA-FORMULA ALKALMAZASANAK KORLATAI ~ Ha a Nap belsejének egy
szamitott modellje alapjan a mélység fliggvényében megprobaljuk meghatarozni a hid-
rogén ionizaciéfokat a Saha-egyenlet alapjan, azt tapasztaljuk, hogy a felszintél befelé
haladva ez az ionizaciéfok kezdetben n6, majd egy maximum elérése utan meglepé médon
ujra csokken, s a Nap kozéppontjaban a hidrogén alig felerészben ionizalt. Ez a képte-
len eredmény annak a kovetkezménye, hogy a Saha-egyenlet levezetésénél a y,. ionizacios
potenciélt allandénak vettiik, noha az a valésdgban a nyomaés (csokkend) fiiggvénye. Ez a
nyomdsi tonizdacio jelensége.

A nyomaési ionizacié szemléletesen azzal magyarazhatd, hogy nagy strliségek esetén
az egyes atommagok kozotti Coulomb-potencidlgat magassdga a 2. abran vazolt médon
lecsokken, igy a magasabb energiaszintek delokalizalédnak, a kotott palydk ionizacios
potencidlja (azaz x,) pedig lecsokken az eredeti (az dbran X, o-lal jelolt) értékéhez képest.
A jelenség mértékérol a Bohr-féle atommodell alapjan alkothatunk kozelitoleg fogalmat.
Hidrogénatomok esetén az n, fékvantumszamu palya sugara a ~ aong, ahol ag a Bohr-féle
atomsugdr. Mivel n szamsfiriiség mellett az atomok dtlagos d tdvolsdga d® ~ 3/4mn, s az
a > d palyak delokalizalédnak, igy csak az

3\ 1
2 — — 1.96
K (47?71) 2ay (1.96)

fokvantumszamu palyak maradnak meg.
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A Nap magjaban p ~ 170g/cm?, azaz n ~ 10*/cm?®, igy a fenti reldciébdl n? <
0.13 < 1. Vagyis a napmagban a hidrogénatomnak a valésdgban nincs is kétott allapotal
Az ionizaci6 tehat ott feltétleniil teljes.

A nyomasi ionizdciéra vonatkozoan kielégito szamitasi mdédszereink nincsenek. Ezért a
csillagszerkezeti szamitasok soran a gyakorlatban a Saha-egyenletet alkalmazzak egészen
addig, amig az befelé csokkend ionizaciéfokhoz nem vezet. E hataron beliil pedig az ioni-
zaciot tobbnyire egyszeriien teljesnek veszik. Az érvényességi hatart durva kozelitéssel az
a feltétel adja meg, hogy az ionok atlagos tavolsdga ne legyen Osszemérheté a Bohr-féle
atomsugarral, ami a fenti gondolatmenet megforditasival a

p<2,7-103uyg/cm®

feltételre vezet.

A nyomasi ionizacié mellett a Saha-formula alkalmazasanak masik korldtja természe-
tesen a termikus egyensiily feltevése (hiszen a levezetése soran hasznélt kanonikus eloszlas
csak ilyenkor igaz). Ezért a Saha-formula nem hasznédlhaté pl. a forrd, ritka, er6sen neme-
gyensulyi napkorona ionizacios allapotanak meghatarozasara sem.

1.5 AZ ANYAG ELFAJULASA. KVANTUMSTATISZTIKAK

A KIZARASI ELV EREDETE  Mint kordbban emlitettiik, a kvéziklasszikus allapot-
szamlalasban a részecskék megkiilonboztethetetlenségének figyelembe vételére hasznalt
1/N! korrekcié nem helyes, ha a részecskék allapottérbeli siiriisége olyan nagy, hogy két
részecske szamottevo valdszintiséggel esik egy kvantumcelldba. Hogy a korrekcié tilzott,
vagy éppen elégtelen, attdl fiigg, megengedett-e, hogy két részecske egy cellaba essen. Az
elobbi tipushoz tartozé részecskéket bozonoknak, az utobbiakat fermionoknak nevezziik.

A kétféle viselkedés lehetOsége a részecskék y-fiiggvényének fizikai értelmezésébol kovet-
kezik. Eszerint [1|? valszinfiségstirtiség jelentésii, maga 1) azonban nem kozvetleniil mér-
het6 mennyiség. Ez azt jelenti, hogy tobb részecskébol allé rendszer -fliggvényének nem
kell invariansnak lennie két részecske felcserélésével szemben, hanem egy altalaban kiilon-
boz6, ¢ alakot olthet. A részecskék megkiilonboztethetetlensége miatt azonban |¢]? a fel-
cseréléssel nem valtozhat, vagyis ¢ csak egységnyi abszolut értékii faktorban kiilonbozhet
P-t6l: ' = e¥1). Ugyanakkor ismételt felcserélés esetén természetesen 1)-nek ismét eredeti
alakjdba kell visszatérnie, azaz (¢')" = €% = 9, s igy €' csak a +1 vagy a —1 értékeket
veheti fel. Természetesen ha két részecske azonos allapota megengedett, felcserélésiikkel
semmi sem valtozik, tehdt az e® = —1 szerint viselkedd részecskékre (fermionok) egy
kizarési elv kell, hogy vonatkozzon, ellentétben az e = +1 részecskékkel (bozonok).

Relativisztikus kvantummechanikai meggondolasokkal az is bebizonyithatd, hogy a
bozonok (h/27m egységekben) egész spinil, mig a fermionok feles spinii részecskék.

AZ ALAPVETO RESZECSKEK A vildgunkat felépits alapvet részecskék korében a
fermionok és bozonok kozott sajatos “munkamegosztas” uralkodik. A fermionok az anyag
alapveto épitokovei, mig a bozonok a kolcsonhatasok kozvetitoi a fermionok kozott. Az
egyes részecskék jellemzoit a 2. fliggelék tablazatai foglaljak ossze.
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A fermionok két f6 csoportjat az erds kolcsonhatasban is részt vevo kvarkok, illetve
az er6sen nem kolcsénhaté leptonok alkotjak. Mindkét csoportba (antirészecskéik nélkiil)
6-6 részecske tartozik, melyeket az egyes csoportokon belil 2 csalddra, ill. 3 generdcio-
ra osztunk: ezek kombindacidi adjak a hatféle izt. A kvarkok a vilag mai allapotaban csak
tobb kvarkbodl allo, az erés kolesonhatas altal osszetartott kotott rendszerek, an. hadronok
alakjaban fordulnak elé. A barionok, koztik a legkénnyebb nukleonok (proton és neutron),
valamint az ezeknél nehezebb hiperonok 3 kvarkbol allnak. A leptonok és barionok kozé
es6 tomegl mezonok viszont 2 kvarkbdl 4ll6 rendszerek (s ennek megfeleléen 6k bozonok).

KVANTUMSTATISZTIKAK Az elfajult anyagban a részecskék a kozottik fellépd
kicserélodési kolesonhatas miatt nem tekinthetok fiiggetleneknek, igy statisztikus mecha-
nikai lefrasukra nem alkalmazhatjuk a kanonikus sokasagot. (Ha az A rendszer egy bizo-
nyos kvantumcellaban lev6 részecske, akkor kornyezete, a B rendszer részecskéinek lehet-
séges édllapotai kozott ez a cella mas sillyal szerepel, mint ha A nem létezne.) Az allapotok
(kvantumcelldk) viszont mar fiiggetlennek tekintheték, igy ezekre felirhaték a nagykano-
nikus sokasag esetében érvényes Osszefiiggések.

(1.39) utolsé Gsszefiiggését egy részecskedllapotra felirva, a részecskeszdm varhaté érté-
ke definicié szerint éppen az allapot betoltési szamat adja:

_ (9In¢
S = A ( I\ )VvT (197)

-t itt (1.37)-bol kifejezve

£ = Z A" exp (—nq) : —_ { 1 fermionokra (1.98)
n=0

kgT oo  bozonokra

(Vegyiik észre, hogy a z “dllapotdsszeg” itt nem szumma, hiszen egy adott allapotra
vonatkozik.) A részecskeszam szerinti Osszeget kiszamitva:

1+A eXp(_Ei/ kpT) fermionokra
= Yo A" exp(—ne;/kpT) = ! bozonokra (1.99)
n= j 1 — Xexp(—¢;/kgT)

Végiil ezt (1.97)-be helyettesitve és A (1.36) definiciéjat figyelembe véve fermionok eseté-
ben

1
55 = _ (1.100)
Ej — U
exp kT +1
Ez a Fermi—Dirac statisztika.
Bozonokra viszont
1
55 = & (1.101)
exp KT —1

Ez a Bose—Einstein statisztika.
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Els6 pillantésra lathatd, hogy a klasszikus limitben (s; — 0, azaz A — 0) mindkét
statisztika ugyanazon hatareloszlashoz tart:

— K€

kel P

S; = Aexp (1.102)

amelyet Mazwell-Boltzmann statisztikdnak neveziink, s a klasszikus kanonikus eloszlas-
sal egybevéag. (1.102)-t j-re szummadzva nyilvanvaléan a mar ismert (1.61) Osszefliggést
kapjuk vissza.

A NEGYEDIK STATISZTIKA Klasszikus, azaz megkiilonboztethet6é és nem kvantalt fazis-
terli részecskék esetében, ha rdjuk kizarasi elv nem vonatkozik, természetesen minden esetben a
Maxwell-Boltzmann statisztika érvényes, hiszen &dllapotaik fiiggetlenek, energidjuk additiv, s igy
energiaeloszlasukat egyszeriien a részecskékre felirt kanonikus eloszlds adja meg. A statisztikdkat az
aldbbi sémaba rendezve azonban felmeriilhet egy negyedik statisztika lehetOsége is:

|
| Nincs kizarési elv Kizarasi elv
|
|

Klasszikus | Maxwell-Boltzmann Lynden-Bell
|

Kvantumos | Bose-Einstein Fermi-Dirac
|

A klasszikus, de kizdrasi elvnek alavetett részecskék esetét sokdig nem vizsgaltdk, mivel semmi-
lyen kézenfekvo alkalmazdsa nem volt. 1967-ben azonban LYNDEN-BELL* ramutatott, hogy iitko-
zésmentes rendszerek esetében a fazissiiriiség megmaraddsa (vagyis az a tény, hogy a Liouville-tétel
értelmében D f/Dt = 0) olyan tovdbbi megszoritést jelent az adott nemegyensilyi kezddallapotbdl
elérhet6 egyensilyi allapotokra nézve, melynek kévetkeztében az ilyen rendszerek egyensiilyi elosz-
lasa nem feltétleniil koveti a Maxwell-Boltzmann statisztikat. Ilyen rendszerek a sztellardinamikai
rendszerek (pl. galaxisok), vagy a hig plazmék (pl. napszél).

Az ilyen rendszerek fazisterét onkényesen cellakra osztva oly modon, hogy a t = 0 idépontban egy
cellaban legfeljebb egy részecske legyen, ez a feltétel minden kés6bbi idépontban is nyilvan teljesiilni
fog. Lynden-Bell érvelése szerint ez egyfajta klasszikus kizarasi elvként irhato le. Feltételezve, hogy
az egyetlen kontrolldlhaté integral az energia, ebben az esetben az egyensulyi eloszlast egyforma
részecskékre a Fermi—Dirac statisztika adja, hiszen annak levezetésében a megkiilonboztethetoség
csupéan az N! szorzot hozza be, amely az egyes allapotok statisztikus sulyaban és az allapotosszegben
egyardnt megjelenik, és igy kiegyszertisodik. Ha azonban tobb kiilonbozd fajta részecske (pl. kiilon-
boz6 tomegli csillagok) van jelen, a Lynden-Bell statisztika mér eltér a Fermi—Dirac-félét6l, ugyanis
a kvantumos rendszerekkel ellentétben itt a fazistér-korlat a teljes fazistér-siirtiségre vonatkozik, igy
a kizéarési elv a kiilonbozo tipusu részecskék kozott is érvényestil.

A Lynden-Bell altal igy levezetett eloszlasfiiggvény tobbféle részecskébél 4116 rendszereknél t6bb
azonos hémérsékletparaméterti (tehat %k BT = %mf?2 folytan a kiillonbo6z6 tomegl részecskékre mas
és mds sebességszorasi) Fermi-Dirac eloszlds szuperpozicidja. Ennek megfeleléen a nagyobb tome-
gli részecskék termikus sebessége kisebb lesz, akdrcsak a hagyomanyos iitkozéses gazok esetében.
A sztellardinamikaban ez azt jelenti, hogy a nagytomegl részecskék a rendszer potencialvolgyé-
nek mélyén, a centrum tajan tomoriilnek, mig a kisebb csillagok kiszérddnak a periféridra: ez a
tomegszegregdcio néven ismert jelenség, amely ilitkozéses sztellardinamikai rendszerekben valéban
végbemegy.

*Lynden-Bell D., MNRAS 136, 101 (1967)
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Utkozésmentes rendszerekben ugyanakkor e jéslattal szemben a mérések, a numerikus szimuldci-
ok és heurisztikus meggondolasok alapjan az ilyen rendszekre jellemz6 specialis relaxécids folyama-
tokban a sebességeloszlds minden részecskefajtara ugyanolyan (maxwelli, minden részecskére azonos
sebességszorassal, azaz a részecsketomeggel ardnyos homérséklettel) — tomegszegregacié tehat nem
léphet fel. (Ez a nehezen magyardzhaté tapasztalati tény a plazmafizikdban “Langmuir-paradoxon”
néven ismert.) Ijjabban NAKAMURAT mutatta meg, hogy az ellentmondas gyokere a folytonos f
eloszlasfliggvényre felirt fazissiirtiség-korlat Lynden-Bell-féle, 6nkényes celldkban érvényesild “kiza-
rasi elvként” vald interpreticidéja. Nakamura munkdja a nemelfajult hataresetben helyesen adja
vissza a tapasztalt eloszlasfiiggvényt (tomegfiiggetlen sebességszordsi Maxwell-eloszlds); az dltala-
nos, elfajult esetre ugyanakkor a probléma bonyolultsiga miatt az eloszlasfliggvény alakja ma még
nem ismeretes.

A sztellardinamikai alkalmazasokban tovabbi komplikdciét jelent, hogy — a fenti modellekkel
ellentétben — itt az energia mellett tovabbi kontrolldlhaté integralok is fellépnek. Az eloszlasfiigg-
vény alakja ezért (valamint a rendszer véges tomege folytdn) még a nemelfajult limitben is eltér a
maxwellitol.

ELFAJULT GAZOK TERMODINAMIKAI RELACIOI A betéltési szémok (vagy foly-
tonos megfeleléjiik, az eloszlasfiiggvény) ismeretében most méar konnyen meghatarozhaték
az elfajult anyag termodinamikai paraméterei. A teljes részecskeszam és energia nyilvan

NZZSJ‘:Z

J

(1.103)

exp “jzl_/ exp

kT

E:%jejsjzzej—/omexp(iil (1.104)

T expirt1 ;

(1.38) alapjan tovabba

PV =kgTlh=E = j:k;BTZIH ll + exp G N} ikBT/ In ll + eXp g(€) de

— i
- kpT knT

(1.105)
Az idedlis gaz targyalasa soran lattuk, hogy ha egy gazban a részecskék kozott fizikai
kolesonhatas nem 1ép fel, g(e)-t (1.52) adja meg, vagyis az a két hatéresetben a

g(e) = Cye” (1.106)

alakba irhatd; a nemrelativisztikus esetben k = 1/2, mig az ultrarelativisztikus esetben
Kk = 2. g(e) fenti alakjat (1.104)-be ill. (1.105)-be beirva:

E=cC, /Oo &+l s de (1.107)
0

o0 . € — l&
PV = +kyTC, / e In |1 + exp de (1.108)

0 k’BT

Az utébbi két kifejezésbol parcialis integralassal a
1 FE 1

P= — = u (1.109)

k+1V k41

fNakamura T.S., ApJ 531, 739 (2000)
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eredményre jutunk, ahol u = E/V az energiasiirtiség. Ebbe x két konkrét értékét beirva:

2 .
P = 3 U nemrelativisztikus esetben
(1.110)
1 .
P = 3 U ultrarelativisztikus esetben
Levezetés: A - A )
€— [ k+1
= sde = FkgTIn |1 £ = 1.111
v /0 sjde = Fkp n[ expkBT}, W= e ( )
helyettesitéssel v’ = s; és w’ = €”, s igy (1.108)-t parcidlisan integralva
00 ~ 00 o0
?C ]CBT 5 €E— [ C K
PV = Cg/o vw' de = 597“ |:e in {1iexp T |, +/4+gl | € tls; de (1.112)
[ ——
=0 =E/C,, (1.107)-bél

(1.110) az allapotegyenlet egyik alakja (ha az abban szerepl6 egyetlen extenziv alla-
potjelzonek az energiat valasztjuk). Mint levezetésébdl 1athato, teljesen dltaldnos érvényti,
azaz a nemelfajult hatéresetben is érvényes marad.

A KOZMOLOGIAI ALLAPOTEGYENLET A kozmoldgidban az Univerzum tdgu-
lasanak idofiiggését kivanjuk meghatarozni, amihez figyelembe kell venni a gravitacio
fékez6 hatésat. Mivel az altalanos relativitdselmélet szerint gravitacidés hatdsa minden
energiaformanak van, a gravitacio forrasaként nemcsak a py nyugalmi, hanem az ur tel-
jes energiastiriiségnek megfeleld p = up/c? teljes tomegstiriiségnek kell egyenleteinkben
szerepelnie.

Miel6tt a fent kapott (1.110) reldcidkat naivan alkalmaznank, gondoljuk meg, hogy
mivel (1.52) a részecskeenergia (1.49) alakjan alapul, az (1.110)-beli u értelemszertien
a kinetikus energiastiriiséget jelenti. Ez a megkiilonboztetés a nemrelativisztikus eset-
ben lényeges, hiszen itt a teljes energiastiriiségben a nyugalmi energiastirtiség dominal:
ur = pc ~ poc® > u ~ P. Az ultrarelativisztikus esetben forditva 4ll a helyzet, igy
itt ur ~ u. Ezek szerint a standard kozmoldgiaban az alabbi allapotegyenlet-kozelitések
hasznalhatok:

P=0 nemrelativisztikus esetben
(1.113)

P= éuT ultrarelativisztikus esetben

A fentiekben nem vettiik figyelembe, hogy az ur energiastiriiséghez a kvantumtérelmeé-
let szerint a vakuum energiastiriisége is hozzajarulhat. Milyen lehet az dllapotegyenlet, ha
esetleg az energiastiriségben ez a jarulék dominal? Ha megengedjiik, hogy az iires tér is
véges energiastiriiséggel, vagyis nemtrividlis energia-impulzus tenzorral rendelkezzen, de
megkoveteljiik, hogy e tenzor Lorentz-invarians legyen (hiszen a vakuum “dramlasérdl”
minden vonatkoztatdsi rendszerben értelmetlen beszélni), akkor a vakuumra Ty o g,
mivel az egyetlen Lorentz-invarians négyestenzor a relativitdselméletben g;y,.

Ha most nyugvé izotrop kozeg energia-impulzus tenzoranak alakjat osszevetjiik a Min-
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rogton latjuk, hogy a vakuum &allapotegyenlete
P = —ur vakuum-dominélt esetben (1.114)

A vékuumnak tehat vagy a nyomédsa, vagy az energiasiiriisége negativ! Mivel az elso foté-
tel szerint dS = dE + PdV = d(upV') + PdV, ez az allapotegyenlet azt jelenti, hogy a
vakuum adiabatikus 0sszenyomasa ill. tagulasa soran energiastirtisége valtozatlan marad.

1.6 AZ ELFAJULT PLAZMA

ELFAJULT ELEKTRONGAZ Mint mar az idedlis gaz elfajuldsdnak (1.79) feltétele
kapcsan emlitettiik, ez a feltétel kis tomegiik és nagy szamuk folytan az elektronokra a
legenyhébb. A plazma Gsszenyomadsa és/vagy lehtilése soran ezért elészor a gaz elektron-
komponense, az elektrongdz fajul el. Az elektronok fermionok, tehat a degeneralt elekt-
rongaz viselkedésének leirasara a Fermi-Dirac statisztikat kell hasznalnunk.

A (1.100) eloszlasfliggvény alakjat a 3. abra szemlélteti. A gorbe alakjat e/kpT fiigg-
vényében egyetlen paraméter, a )
il

= 1.115

w= (1115
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elfajuldsi paraméter hatarozza meg. 1y — 0 a nemelfajult, ¥y — oo az ertsen elfajult
hataresetnek felel meg. Az utobbi esetben az eloszlas egy 1épcsos fiiggvénybe megy at,
melynek ugrédsa az €/kpT = 1), értéknél lesz. Az ennek megfelel6 energiat Fermi-nivonak
nevezziik; értéke tehat e = fi. Az erdsen elfajult limitben a Fermi-nivé alatt minden
allapot be van toltve, folotte minden allapot betoltetlen.

A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért a teljesen elfajult hataresetet vizsgaljuk.
(1.103) és (1.106) alapjan ekkor

N = / Co_en 1.116
pnrls (1.116)
Ebbdl ji-ot kifejezve és C, értékét (1.52)-bdl behelyettesitve a Fermi-nivé értéke
12 3 2/3
— n nemrelativisztikus esetben
(k + 1)N 1/(k+1) 2m \ g4m
Cg 3 1/3
ch ( n> ultrarelativisztikus esetben
4qg,m
(1.117)
Maésrészt (1.104) alapjan
C (tie) KA+ 1
E= / e)d C/ et de = 4 2 (L Nj 1118
cgle)de = ‘= K+ 2 a K+ 2 K ( )
Tehat k két értékét beirva
iNG nemrelativisztikus esetben
E= (1.119)
%N il ultrarelativisztikus esetben
Végil pedig (1.110)-b6l
1 FE 1
P = — = L. 1.120
k+1V k42 s ( )
fu értékét ide (1.117)-bol beirva
1/(k+1)
1 1 1N 5
- = (v + 1) e (1.121)
K+ 2 K+ 2 Cy

Ez a degeneralt Fermi-gaz allapotegyenlete, de a plazmaban az elfajult elektrongaz mel-
lett egy nemelfajult ionkomponens is van. Az ionok P; = (n — n.)kgT parcidlis nyomésa
a fenti képlet altal megadott elektronnyomashoz képest nyilvan elhanyagolhatd, hiszen
ardanyuk ~ (n —n.)/npg < 1. A slirliség esetén viszont ez mar nem all. Ezért az elfajult
plazma &llapotegyenletében a nyomast az elektronok n. szamstirtisége helyett célszertibb
a teljes p tomegstirtiséggel kifejezni. A kapcsolat nyilvan

P = [eMpyNe (1.122)

ahol 1. az egy elektronra eso atlagos molekulasuly, amit teljes ionizdcié esetére mar korab-
ban megadtunk (1.78). Igy végiil az elfajult plazma allapotegyenlete

Ky p°/3 nemrelativisztikus esetben
P=Kp' = (1.123)
Kyp'/3 ultrarelativisztikus esetben
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ahol a

K2 5/3 nemrelativisztikus esetben
== (1.124)

fot 4/3 ultrarelativisztikus esetben

jelolést Ty (1.19) definicidjaval 6sszhangban vezettiik be. Az egytitthatdk értéke:
1 TN 1/(k+1)
K=—(uempg)™ " |—L— 1.125
g e | (1.125)
3\ h? 13, 5/3
Ky=|(—- =1,004-10 CGS 1.126
3\ /3 ch

Ko=(2) ———m=1,244-10"%u%  (CGS 1.127

A gyakorlatban érdekes esetekben (fehér torpék, elfajult hélium-csillagmagok...) a hidro-
gén gyakorisdga elhanyagolhaté, igy (1.78) szerint ., = 2.

A “normadlis” fehér torpék tilnyomorészt szénbdl és kisebb részben oxigénbdl dllnak, hiszen a vords
szuperoérids AGB csillagok elfajult C-O magjaibdl alakulnak ki. Szoros kettés rendszerekben azonban
létrejohetnek héliumbdl all6, vagy oxigén—neon—magnézium keverék alkotta fehér torpék is.

Az erésen elfajult anyag siirtiségét novelve a Fermi-energia (1.117) szerint né, és el6bb-
utobb meghaladja az elektron nyugalmi energiajat. Mivel az elektronok atlagos energiaja
erfs elfajulasnél e€p/2, igy az elektronok relativisztikussa valnak. Azt a siirliségértéket,
amely a relativisztikus és nemrelativisztikus eseteket egymastdl elvalasztja, tgy becsiil-
hetjiik meg, hogy az (1.123)-ban megadott két &llapotegyenlet jobb oldalat egyenlévé
tessziik. Az eredmény 10, g/cm3.

Feladat: (Lehet-e fehér torpékben konvekcio?) Hatdrozzuk meg V,q értékét elfajult plazmdban, ha
az elfajulds erés, de véges! (Vigyazat: az eredmény nem végtelen, amint azt az dllapotegyenlet koze-
lité alakja alapjan naivan vélhetnénk. A helyes eljards (1.26) alkalmazdsa. A relativisztikus esetben
pedig lényeges kiilonbséget jelent a nemelfajult, nemrelativisztikus iongéz jelenléte.)

Feladat: Hatdrozzuk meg az dllapotegyenlet alakjdt teljes elfajuldsnél az dltaldnos (relativisztikus)
esetre!

ELFAJULT CSILLAGOK SAJATOSSAGAI Az (1.123) allapotegyenlet sajdtossaga
az idedlis gazok (1.59) allapotegyenletével szemben, hogy benne a nyomads csak a siiriiség-
t0l fiigg, a homérséklettdl nem. Ennek fontos kovetkezménye, hogy az elfajult plazma nem
lehet energetikai egyensiilyban: a kornyezetének sugarzassal leadott hét nem tudja allandé
intenzitasa termonukledris reakciékkal pétolni. Ha ugyanis igy allna a helyzet, ez az egyen-
sily nem volna stabil: mivel a termonukledris reakciok intenzitasa a homérséklettel ersen
né (Id. a 2. fejezetben), kicsiny véletlen (pl. a részecskék hémozgasa miatt felléps) homér-
sékletemelkedés hatasat a termelt tobbletenergia tovabb fokozza, 6nerésito folyamat indul
meg, a homérséklet exponencialisan megszalad, mig olyan magas értékeket nem ér el, hogy
az elfajulas megsziinik. A nemelfajult anyagban viszont a hémérsékletemelkedést kisér6
nyomasnovekedés okozta tagulds kompenzalni tudja a homérsékletemelkedés hatasat, és
igy stabilizalni képes az égést: igy maradhatnak egyensilyban a normalis csillagok.
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A fenti okokbdl a hosszi ideig elfajult allapotban levé égitestek (pl. fehér
torpék) belsejében termonukledris reakcidék nem folyhatnak. (Kisintenzitasu pik-
nonukledris reakcidk igen, lasd a kovetkezo fejezetben.) A fehér torpék tehat lassan
hiilnek; ez a lehtilés azonban évmillidrdokig elhtzdédik.

Ha ugyanakkor az elfajult kozeghen mégis termonuklearis reakcié indul meg, a vézolt
instabilitas folytan az energiatermelés hirtelen felszokik, és az elfajulds megsziinik. FEz a
jelenség jatszddik le pl. a mérsékelt (kb. 2-3 naptomeg alatti kezdeti tomegii) csillagok fej-
16dése soran a voros orias allapot végén, amikor a kiégett, elfajult héliummagban hirtelen
begyullad az égés. A megszaladas, amelyet héliumuvillim, vagy pontosabban héliummag-
villim (He core flash) néven ismeriink, kiviilr6l nézve nem latvanyos jelenség, mert mire
a felszint eléri, hosszu (a Kelvin—Helmholtz iddskala nagysdgrendjébe esé) idére kenédik
szét. A villam utén fejlédik a csillag a horizontélis agra, nemelfajult magjaban most mar
stabilan égetve a héliumot.

Az elfajult plazmabdl all6 csillagok, azaz a fehér torpék tovabbi nevezetes sajatossaga,
hogy tomegiik nem haladhat meg egy kritikus értéket, a nevezetes Chandrasekhar-féle
hatdart.

Feladat: (A Chandrasekhar-féle hatdr) Mutassuk meg a viridltétel felhaszndldséval, hogy az elfajult
csillagok tomegének van fels hatdra, melynek értéke egy naptomeg nagysdgrendii. (Hasznaljuk fel,
hogy a csillag tomoriilése soran az elfajulds egyre relativisztikusabb lesz, azaz I'y ' 4/3. A hatér
pontos értéke egyébként a politrép gdzgdmbok elmélete alapjan 5.836 /1, = 1.46 M)

Feladat: (Preszuperndva kollapszus) Ugyancsak a viridltétel alapjan mutassuk meg, hogy 'y < 4/3
esetén barmely csillag instabil!

ELFAJULT NEUTRONGAZ Kozonséges kortilmények kozott a szabad neutronok nem
stabilak, hanem mintegy 15 perc felezési idovel elbomlanak a

n’ —pt4+e +v (1.128)

(B-bomlas soran. A gaz nyugalmi rendszerében az itt keletkezo elektron energidja nyilvan
nem lehet nagyobb a proton és neutron nyugalmi energidinak kiilonbségénél, 1,3 MeV-
nél. (T < 1,3MeV /kp ~ 10'° K hémérsékleteket tekintiink, ahol a kezdetben nemelfa-
jult neutrongazban a neutronok kinetikus energidja elhanyagolhaté a tomegdefektushoz
képest.) Ha a relativisztikusan elfajult plazma Fermi-energiaja ezt az értéket meghaladja,
minden széba joheto szabad elektronallapot be lesz toltve, igy a bomlas nem mehet végbe,
és a neutronok stabilizalodnak, sot a

pt+e —=n’+7v (1.129)

wverz [-bomlds soran egyre tobb neutron képzodik. Ez a jelenség a neutronizdcio. A
szabad neutronok nagyobb szdmban valé megjelenése a plazméban ténylegesen csak 4 -
10" g/em? stirtiség folott kezdddik meg.

(1.117) alapjan tkp. azt kapnénk, hogy a neutronizacié ~ 3-107g/cm? sfirfiségnél kovetkezik be.

A valésdgban azonban ezt a hatart lényegesen megemeli az a koriilmény, hogy a nukleonok atomma-
gokka kombindlédva vannak jelen. Tipikus fehér torpében eredetileg a szénmagok a leggyakoribbak,
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majd magasabb (p 2 10%g/cm?) stirtiségeken a piknonukledris magreakciok (1d. a kdvetkezd feje-
zetet) kovetkeztében a nukleonok mér nehezebb atommagokba kombindlva lesznek jelen. Az inverz
B-bomlést igy e magokra kell felirni:

(Z,A)+e” — (Z,A+1)+7 (1.130)

s kiiszobenergiaja joval nagyobb lesz a szabad protonokéndl, mivel a keletkez6 neutront a nehéz
atommag nukleonhéjszerkezetének megfelelé legalacsonyabb szabad energiaszintre kell emelni. A
stirtiség novekedése igy csak a nukledris egyensulyi eloszlas moddosulasit, egyre neutrondisabb
magok megjelenését hozza, és csupan mintegy 4 - 101 g/cm? sfirtiség folott kezdédik meg a mar
tulsdgosan is neutrondis magokbdl a neutronok spontdan “kicsopogése”.

Az elfajult elektrongdz nyomdsa még mindig domindns, de az elektronbefogéds miatt allapote-
gyenletiik “felldgyul”, azaz I'; valamivel 4/3 ald csokken.

A stiriiséget tovabb novelve a neutrongaz elfajul, és nyomésa domindnssé valik. Végiil
a 2-10"g/cm® nukledris siriiség (az atommagok slirlisége) t4jan a kiilonallo atomma-
gok végleg eltiinnek. Ebben a tartomanyban az allapotegyenlet helyes alakja ma még
nem ismeretes. Ennek kovetkeztében pedig kétes a neutroncsillagok maximalis tomege is.
(Annyit tudunk, hogy ez a hatér valahol 1,5 és 3 naptomeg kozott lehet; djabban inkabb
az alsé hatér kozelében fekvo értékeket tartjak valdsziniibbnek.)

Ha a neutronok kézott nem volna kélesonhatds, elfajult idedlis Fermi-gazként az (1.121) éllapo-
tegyenletet kovetnék, m. helyett m,-nel. Azonban éppen a nuklearis sliriiség tdjékan vélik jelentossé
a neutronok kozotti erés kolesonhatas, ami az allapotegyenletet teljesen megvaltoztatja.

Megjegyzendd, hogy a relativisztikus esetben a neutronizalt plazma allapotegyenlete még a nuk-
leonok kolesonhatdsat elhanyagolva sem egyezik meg (1.123)-vel. Ennek oka az, hogy itt a neutronok
szamsurisége nem lesz ardnyos a p tOmegstriiséggel, hiszen azt a gravitdlo, azaz a teljes és nem a
nyugalmi tomeg adja. Ezért az “ultrarelativisztikus limitben” — ha volna ilyen — az dllapotegyen-
let P  p alaki lenne (I'y = 1). Tehdt a I'y = 4/3 értéket mar a relativisztikus tartomény kezdetén
eléri a kozeg, marpedig e f6lé, mint a feladatok megoldasa soran lattuk, I'; valédi csillagban annak
Osszeomldsa miatt nem emelkedhet.

A “neutrongazt” az allanddan jelenlevé (- és inverz [-bomlasok egyensulya miatt-
voltaképpen neutrongéz, protongaz és elektrongaz elegye alkotja; a dinamikus egyensily
azonban tényleg erésen a neutronok javara billen (ardnyuk legaldbb 99 %). 10 g/cm?®
stirliség folott a neutronok Fermi-nivdja meghaladja a hiperonok nyugalmi tomegét, igy
az elegyben ilyen részecskék — s6t még nagyobb siirtiségeken akar kvarkok is — is meg-
jelenhetnek.

A nukledris stirtiség f6l6tt, T < 10'° K esetén a neutronok ellentétes spinti pdrokba ren-
dezddhetnek. (Az ilyen “kétneutronos atommagok” normaél stiriségeken nem stabilak.) E
parok zérd spintiek lévén bozonok, s az altaluk alkotott Bose-gaz erdsen elfajult, ami a
(1.101) Bose—Einstein eloszlas szerint azt jelenti, hogy szinte kizardlag az (¢ = i ener-
giajui) alapallapot van betoltve. A bozonoknak ez az impulzustérben valé “kiiilepedése”
a Bose-kondenzdcio. (Kimutathaté, hogy a hagyomanyos fazisatalakuldsokhoz hasonld
tulajdonsdgokat mutat.) A Bose-kondenzatumban nemigen &ll rendelkezésre energia a
részecskék gerjesztéséhez, igy a neutrongaz szuperfolyékony; a protonokbdl képzodo
hasonl6é Bose-kondenzatum szuperfolyékonysiaga miatt pedig szupravezeto is.
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1.7 HOMERSEKLETI SUGARZAS

FOTONGAZ A Bose—Einstein statisztika legfontosabb asztrofizikai alkalmazasat a
termikus egyensulyban levo fotongaz, vagyis a homérsékleti sugdrzas jelenti. Ennek gya-
korlati megvaldsitasa az allandé hémérsékletii tartalyt kitoltd sugarzas, az tregsugdrzas.

Mint (1.101)-bél 1dthaté, Bose—Einstein gdz minden &llapotara teljesiilnie kell az € > [
feltételnek, hiszen a betoltési szam nem lehet negativ. Eszerint tehat [ fizikai jelentése itt a
legalacsonyabb részecskeenergia, az alapallapot energidja. A fotonok € = hv energidjanak
viszont nincs pozitiv alsé korlatja, igy réjuk sziikségképpen i = 0. (Nyugalmi tomeggel
rendelkez6 részecskékre ennek nem kell {gy lennie, hiszen ekkor mgc? alsé korldtot jelent.)
Tehat a fotonok — s altalaban a tomeg nélkiili részecskék — kémiai potencialja zérus.

A nulla kémiai potencidl ésszhangban van azzal a ténnyel, hogy a fotonszdm nem &llandé: az {ireg-
sugarzas fotonjai az iireg faldban elnyelédhetnek ill. emittalédhatnak. Eszerint tehat a fotongaz
extenziv termodinamikai dllapotjelzdi kozott N nem szerepel: S = S(E,V) avagy E = E(S,V)

/ : ( 8E ) 0
csupan, azaz i = | — =0.
ON ) gy

A PLANCK-TORVENY Az egyenstlyi fotongdzban az (e, € + de) kozotti energidji
fotonok altal képviselt energiastiriiséget (1.104) integrandusa adja, ha benne a Bose-Eins-
tein statisztikdnak megfeleléen a — eldjelet hasznéljuk, és a g(e) statisztikus stly helyére
behelyettesitjiik (1.52) ultrarelativisztikus esetét, gs = 2 spin-multiplicitdssal, a V = 1
térfogategységre felirva. Az ¢ = hv helyettesitéssel a monokromatikus [azaz (v, v + dv)
frekvenciaintervallumba es6 fotonok altal képviselt] energiasiirtiség u, dv, ahol az u,, frek-
vencia szerinti eloszlas

8th 1

c exp (k};”T> -1
A sugarzaselméletben az energiastiriiség helyett gyakran az iranyeloszlasrdl is informéci-
6t add intenzitdst hasznaljuk. Az I,(0,¢) intenzitas definicidja az, hogy a (v,v + dv)
frekvencia-intervallumba es6, a 6,¢ polarszogekkel jellemzett irany korili dw térszogben
terjedo sugarzas altal a 0,¢ normalisu do feliiletelemen dt id6 alatt atvitt energia:

(1.131)

dE, = Idv dt do dw. (1.132)

Ezek szerint a do-n athaladt adott iranyu fotonok dt id6 alatt ¢ dt utat megtéve, egy dV =
cdtdo térfogatot toltenek ki, vagyis a monokromatikus energiastiriiséghez dE/dV dv =
I, dw/c jarulékot adnak. Ezt az irdny szerint integrélva:

4
c

1
Uy = 7/1,, do=""1, (1.133)
C

ahol az utolsé egyenléség izotrop esetre vonatkozik. (1.131) és (1.133) alapjan tehat

2h 1
]V = BV(T) = 2]/3(/1)1 (1134)
C exp kBiVT —
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dn=sin@ 00

Az intenzitast ki lehet fejezni a frekvencia helyett a A = ¢/v hulldmhossz fiiggvényé-
ben is, oly médon, hogy az adott frekvencia- ill. hullamhossz-intervallumba esé energia
I, dv = —1, d\, azaz

dv  2he? 1
I,=B\(T)=-1, IO — (1.135)
exp (kBT/\> -1

Az intenzitds mellett a masik nagyon gyakran hasznalt sugdrzasjellemzo a sugdrzdsi
fluxus. Ez definicié szerint egy kivalasztott do feliiletelemen dt id6 alatt ataramlo teljes
energia. Mivel ha a do feliiletelem nem merdéleges a terjedési iranyra, hanem normalisa
azzal mondjuk 6 szoget zar be, akkor do helyére természetesen a feliiletelemnek a 6,¢
iranyu vetiilete, cos 0 do keriil (4. abra), igy (dw = sin 0df d¢) a fluxus:

27 s
H,=7F, = / / I,dv dt do sin 6 cos 0 df do. (1.136)
o Jo

Izotrop sugarzasi térben (igy pl. termikus egyensilyban) a szogintegral értéke m, azaz
ekkor F, = I,. (Ez magyarédzza az F, normélt fluxus el6tti latszélag dénkényes 7 faktort a
fenti definiciéban.)

Az (1.135) Planck-fiigguény alakja kiillonb6z6 hémérsékletértékekre a 5. dbran lathato.
Derivalassal konnyen megmutathato, hogy a fliggvény maximuma és a hémérséklet kozott
a

| AmaoT = const. = 2897 um K (1.137)

Osszefiiggés all fenn: ez a Wien-féle eltolédasi torvény.

A Wien-torvényt empirikus tton mar Wien el6tt, 1884-ben felismerte Kovesligethy Radé magyar
csillagasz, aki ekkor az égyallai csillagvizsgdlé munkatarsa volt. Kovesligethy késébb évtizedeken at
vezette egyetemiink csillagdszati tanszékét (akkori nevén a Kozmografiai Intézetet).

(1.131) vagy (1.134) frekvencia szerinti integralasaval viszont a Stefan—Boltzmann
torvényhez jutunk:

4
I(T)=B(T)=21" W)= "2B(T)=al" (1.138)
N C
ahol a
_ 2%y 567-10°Jm 2K+ =5 67.10-° —2-1 g4
0= Traps = 207 m s =5,67- ergcm” s

35



9 é T T T T

T=10 000 K

log I, [erg/em?]

-1.5 —-1.0 -0.5 0.0 0.5
log A [um]

5. abra: A Planck fiiggvény

Stefan—Boltzmann konstans és az

a=7.56591- 107 JmPK™* = 7.56591 - 10 erg cm K *

Stefan-konstans kozott a

o= — 1.139
g (1.139)
Osszefiiggés all fenn.
Levezetés: - 5y 8l
8 8
= Ls thy = 7; ((4) = aT", (1.140)

ahol ((s) a Riemann-féle (-fliggvény:
ts_l

1 IR A
= — = —dt
() kzzl ks I‘(s)/o et—1""
I'(s) pedig a j6l ismert gammafiiggvény.
Ugyanigy a teljes fotonszdm az alabbi alakban &ll el6:

3
n = 16w((3) (kscT> .

A relativisztikus fotongdzra az éllapotegyenlet (1.110)-beli masodik alakjat felirva kap-
juk a fotongaz nyomasat, vagyis a sugdrnyomdast:

P, = laT* (1.141)

A sugdarnyomds tehdat a striségtdl nem fiigg, de a homérséklettel igen meredeken né.
Eszerint tehat adott stirtiségen egy kritikusnal nagyobb hémérsékleten a sugarnyomas
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meghaladja a gdznyomast, dominanssa valik. Ez a helyzet pl. egyes korai tipusi csillagok
belsejében.

Az eddigiek alapjan mér konnyen meghatarozhaté a sugarzas térfogategységenkénti fajhdje és ent-
répiastiriisége is:

ou 3
C,/V = (aT)V = 4aT (1.142)
u—+ P 4 u 4 Uu
_ _du 4 s U 1.14
SIV=—F—=37"3° T (1.143)

Ro6vid hulldmhosszakon, azaz nagy energidkon (hv/kgT > 1 “nemelfajult limit”) a
Planck-fiiggvény helyett a Wien-kozelités hasznalhato:

2h1? hv
]V(T) >~ 2 exp <_M> s (1144)

hosszi hulldmhosszakon viszont hv/kgT szerinti sorfejtéssel a Rayleigh-Jeans kizelités
adodik:

2
1(T) ~ ZZ—Qk;BT. (1.145)

Feladat: 11. tipust szupernévarobbanéskor az 6sszeomlott csillagmag olyan stir(i, hogy (a neutroni-
z4ci6 sordn, inverz béta-bomldsban nagy mennyiségben létrejové) neutrindk szdmadra dtldtszatlan.
Az atlatszatlan tartomédny hatdrat neutrinoszféranak nevezziik. Milyen lesz az észlelt hémérsékleti
neutrinésugérzds spektruma, ha (a legijabb mérésekkel szemben) feltételezziik, hogy a neutrind
tomege zérus, és a neutrinoszféra hémérséklete T = 3 - 109 K?

HOMERSEKLETFAJTAK A végtelen izoterm kozeg természetesen absztrakcid. Gya-
korlatilag a termikus egyenstly akkor all fenn j6 kozelitéssel (a sugédrzasi tér akkor lesz
a fent leirthoz nagyon hasonld), ha a hémérséklet véaltozasénak karakterisztikus hossza
messze meghaladja a tobbi jellemz6 fizikai hossztusagot. Termikus egyensiily hianya-
ban viszont a fenti Osszefiiggések nem érvényesek, vagyis a fenti modszerekkel végzett
homérsékletmérések egymastol eltéré eredményre vezetnek. Ilyenkor kiilonbozé homér-
sékletfajtakrol beszéliink.

(a)
(b)

()

Effektiv hémérséklet (T.;r). (1.138) definidlja, tehat a mérttel azonos Osszinten-
zitasu feketesugarzas homérsékletparamétere.

Sugdrzasi hdmérséklet (T,qq). Olyan feketesugdrzas homérsékletparamétere, melynek
a megfigyelési tartomanyban mért Osszintenzitasa megegyezik a csillagéval. Nyilvan
Trqq = Teyys, ha a szinképtartomanyt minden hatdron tul tagitjuk.

Fényességi homérséklet (Ty,). Olyan feketesugarzas hémérsékletparamétere, melynek
intenzitdsa egy kivdlasztott hulliamhosszon megegyezik a csillagéval (tehat (1.135)
definidlja). Altaldban a radidtartomanyban haszndljék, egyszeriien az intenzitas mér-
tékeként (ilyenkor a Rayleigh-Jeans kozelitéssel definidljak).

Szinhémérséklet (7,). Olyan feketesugdrzas hémérsékletparamétere, amely a meg-
figyelési szinképtartoményban legjobban kozeliti az észlelt intenzitaseloszldst. (1.135)
valamely differenciahdnyadosa (vagyis egy szinindex) definidlja.

Wien-féle hémérséklet (Ty ). Olyan feketesugdrzas hémérsékletparamétere, amely-
nek maximalis intenzitashoz tartozé hullimhossza a mérttel egyez6 (tehat (1.137)
definidlja).
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(f) Kinetikus hémérséklet (T};,). (1.58) definidlja. A részecskék dtlagos sebssége a
szinképvonalak Doppler-kiszélesedésébol nyerheté. Az elektronok kinetikus hémeér-
sékletét elektronhdmérsékletnek nevezziik. (Ekkor = 1/1840.)

(g) lonizdcios hdmérséklet (T;). Az (1.88) Saha-formula definidlja. P, ugyancsak a vonal-
profilokbdl nyerhetd, ng -t viszont a vonalak relativ erdsségébdl kapjuk, A Fowler—
Milne elmélet szerint.

(h) Gerjesztési hémérséklet (T,). Az (1.80) Boltzmann-formula definialja.

A csillagok Wien-féle hdmérsékletének els6 meghatdrozasa 1902-ben Harkanyi Béla magyar csilla-
gasz nevéhez flizédik. Harkanyi az 6gyallai csillagvizsgdléban dolgozott, majd egyetemiink csillagé-
szati tanszékének (akkori nevén: Kozmografiai Intézet) munkatérsa lett.

1.8 OSSZEFOGLALAS: AZ ALLAPOTSIK

AZ ALLAPOTSIK Az asztrofizikai plazmédk allapotegyenletérol szerzett ismereteinket
legtomorebb formaban tugy osszegezhetjiik, ha a p-T' dllapotsikon bejeloljik azon tarto-
ményokat, ahol az eddig targyalt effektusok koziil egyik vagy mésik domindl (azaz ad a
nyomashoz dénto jarulékot) (6. dbra).

Kiindulopontként az idealis gaz allapotegyenletét tekintve, s az attol vett eltéréseket
vizsgélva, el6szor is az (1.59) és (1.141) kifejezések Osszevetésével konnyti megallapitani,
hogy a sugarnyomas a gaznyomassal szemben dominanssa valik, ha

logT > glogp+C  C=3log(3R/ap) =751 — glogp (CGS)
E hatdrvonalat a 6. 4brdn a p = 1 esetre hiztuk be. (Mint mér a (1.77) formuldnal lattuk,
i teljesen ionizalt gdzra mindig 0.5 és 2 kozé esik.)

Ehhez hasonlé médon (1.59) és (1.123) 6sszehasonlitasaval megéllapithatjuk, hogy a

nemrelativisztikusan elfajult (p < 10, g/cm?) elektrongdz nyomésa a

logT < 2logp+C C = log(Ki/R) = 5.08 4 log pu — 2log p1.  (CGS)

feltétel teljestilése esetén lesz dominans, mig a relativisztikus elfajulds stirtiségtartoma-
nydban (p > 10%u. g/cm3) a feltétel alakja

logT < glogp+C C' =log(Kap/R) = 717 +log jp — 3log pie  (CGS).

A hatarvonalakat az abran a u. = 2 esetre huztuk be.

Az elfajult plazma tovabbi stliritése sordan bekovetkezd, fentebb targyalt valtozésokat
ugyancsak feltiintettiikk az abran, akarcsak a Saha-egyenlet hozzavetoleges érvényességi
hatérat.

KRISTALYOSODAS Az eddigiekben nem vizsgdltuk a gdz részecskéi kozott fellépd
esetleges fizikai kolcsonhatasokat. Az adott homérséklettartomanyban plazmardl 1évén-
sz6, ezek a Coulomb-erdk. Amig a Coulomb-erdk jelentosége aranylag csekély, a kozeg géz
halmazallapota fennmarad, s az allapotegyenletben csupan (itt nem targyalt) masodlagos
korrekcidkat okoznak. Ha azonban a részecskék kozotti Coulomb-kolesonhatas energiaja
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~ kgT (hé)mozgési energidjukat meghaladja, az erék a részecskéket racsba rendezhetik:
az anyag kristdlyosodik. Ennek feltétele tehat az, hogy

Z;e* Z2e2n/? Z2n)?
o=~ =3.10°7 "~ 1.146
© TikBT k’BT T ( )

A feltételt az ionokra irtuk fel, mert az elfajult elektrongazban az elektronok energiaja
> kpT, igy a feltétel az ionokra sokkal konnyebben teljesiil. Z;, r; és n; tehat az ionok
rendszama, atlagos tavolsaga ill. szamstrisége. A részletesebb modellek szerint I'¢ kriti-
kus értéke 100 koriil van, igy a kristalyosodas feltétele

logT < slogp+C  C=336+2logZ; —3loguy (CGS)

Az dbran a hatart a Z; = 6, up = 12 esetre hiztuk be (szénbdl allo fehér torpék). A
p > 10%/cm? tartoményban viszont a piknonukledris reakciék miatt mar a nehezebb
magok dominalnak, ezért itt a valosagban a gorbe kissé foljebb csuszik.

Az ionok kristalyracsba rendez6dése kovetkeztében a neutroncsillagok kiilso rétegei szi-
lard halmazallapotiiak. Gyorsan forgé neutroncsillagokban (pulzarokban) a forgé kéreghen
a pulzar fékezddése miatt felhalmozodo mechanikai fesziiltségek idonként a kéreg elpatta-
nasahoz “csillagrengéshez” vezetnek. Ilyenkor tehetetlenségi nyomatéknak a tomegatren-
dez6dést kisér6 hirtelen véltozasa miatt az egyébként fokozatosan lassuld pulzar forgési
periédusa hirtelen megvaltozik (tobbnyire felgyorsul): a pulzar ugrik egyet (glitch).

A fehér torpék kihtilésének elérehaladott stadiuméban (fekete torpék) az elméleti model-
lek alapjan szintén a kiils6 rétegek, majd az egész csillag kristalyosodasa varhato.
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2. NUKLEARIS ASZTROFIZIKA

2.1 A MAGEROK TULAJDONSAGAI

EROS KOLCSONHATAS ES MAGEROK Az erds kolesonhatés a négy ismert alapve-
t6 fizikai kolesonhatés egyike. Alapveto jellegzetessége, hogy hatétavolsaga — az elektro-
magneses és gravitacids kolesonhatéssal ellentétben — nem végtelen, s6t mikroszkopiku-
san kicsiny. Ezért kizarélag kvantumtérelméleti leirasa 1étezik: ez a kvantumszindinamika
vagy kvantumkromodinamika, elterjedt idegen roviditéssel QCD.

Az egyféle gravitacids toltéssel (pozitiv tomeg) és a kétféle (pozitiv vagy negativ) elekt-
romos toltéssel ellentétben az erds kolcsonhatas szempontjabol haromféle toltés 1étezik.
Ahogyan az elektrodinamikaban az azonos nagysagu, de kiilonboz6 el6jelti toltések semle-
gesitik egymast, gy a QCD-ben harom kiilonb6zo, azonos nagysagu toltésre igaz ugyanez.
Ez analégat mutat a szinek keverésével, ezért az erds kolcsonhatas elméletében a toltése-
ket szintoltésnek nevezik, és a “kék”, “zold”, “piros” elnevezésekkel illetik Oket. Az elmélet
tovabbi sajatsaga, hogy az erés kolesonhatést kozvetito gluonok — a semleges fotonokkal
ellentétben — maguk is rendelkeznek szintoltéssel.

Szintoltéssel az alapveto részecskék kozil — a gluonok mellett — csak a kvarkok ren-
delkeznek, tehat az erds kolcsonhatasban csak 6k vesznek részt. A harom kiilonb6z6 szint
kvarkbol allo kotott rendszerek a barionok, melyek koziil a legkisebb tomegtliek a nukleo-
nok, vagyis a proton és a neutron. Ugyancsak szintelen, de csak két kvarkbol allo osszetett
részecskék a mezonok. A mezonok és barionok gytjtoneve: hadron.* Az erés kélesonhatés
véges hatotavolsaga annyit tesz, hogy egy kvark hadronbdl vald kiszakitasahoz irdatlan
nagy, aszimptotikusan végtelen, energia sziikséges, igy a kvarkok a hadronokba be vannak
zarva: szabad kvark nem létezik. Igen nagy részecskeenergiak esetén viszont a kolesonha-
tas jellege megvéltozik, ezért az Univerzum nagyon korai allapotdban (ma pedig éridsi
részecskegyorsitokban, pillanatokra) szabad kvarkok létezése is lehetséges.

Bar a nukleonok a tobbi hadronhoz hasonléan szintelenek, az eros kélcsonhatas mégis
képes ket magasabb szintii kotott rendszerekbe, atommagokba szervezni. A jelenség ana-
16g azzal, ahogyan az elektromosan semleges atomok az arnyékolt elektromagneses kol-
csonhatas révén molekulakka szervezédnek. A magerok tehat az er6s kolcsonhatas
arnyékolt valtozata. Mivel a magerck forrasai, a nukleonok szintelenek, igy a magerck
kozvetito részecskéje a legkisebb tomegli — s igy az arnyékolt szintérben virtudlis részecs-
keként legkonnyebben materializalédé — szintelen gluonrendszer: a m-mezon vagy pion
(Id. 1. figgelék).

A kvantumtérelméletben a fizikai mezdket virtudlis részecskék sokasdganak fogjuk fel (amikép-
pen Fourier-analizissel a klasszikus er6tér is sikhulldimok Osszességével helyettesithetd). Mivel a
pionok témege véges, a hatarozatlansagi relacié értelmében élettartamuk is az: 7, ~ h/m,c?. fgy
virtudlis részecskeként csak 79 = cr, = 1,44 - 10713 cm tdvolsagig juthatnak el, azaz a nukleonok
is csak ilyen tavolsdgon beliil cserélhetnek virtualis mezonokat. A mager6k hatétavolsaga tehat
véges. Legegyszeriibb elméletiikhéz Yukawa nyoméan ugy jutunk, ha feltételezziik, hogy hatdtavol-
sagukon beliil potencialjuk viselkedése az elektromégneses kolcsonhataséval analég, mig ezen til —
a pion bomlasi statisztikdjat kovetve — exponencialisan levag.

* Az elnevezések a gorog bariisz (nehéz), meszosz (kozepes), hadrosz (vaskos) szavakbdl erednek. A leptonok neve viszont
a leptosz (kicsiny, vékony) melléknévbdl szarmazik. A kvarkok nevét “feltalaléjuk”, Gell-Mann, James Joyce: Finnegan’s
Wake c. regényébdl meritette.
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A nukleonok kozotti magerék potencialjanak legelemibb modellje, a Yukawa-potencidal
tehat az arnyékolt potencial tipikus esete:

exp (—7/ro)

U(r) = —gy ,

(2.1)

ahol tehat ro = 1,44 - 1073 cm.

A mérési adatok alapjan g2 ~ hc, ami két nagysigrenddel nagyobb e?-nél. Tehdt-
két proton kozott r < rp esetén a magerok gyU potencialis energidja vagy szazszor
nagyobb az ugyanilyen szeparaciéji protonok kozti elektrosztatikus taszitds e?/r, és 10%°-
szer nagyobb a koztiik fellépo gravitacidés vonzas G’mf7 /r potencidlis energidjandl. Ebben
az értelemben allithatjuk, hogy az erds kolcsonhatas valéban minden més ismert koleson-
hatasnal sokkal erésebb.

Az egyszerii (2.1) skalarpotencial azonban kordntsem ad szdmot a magerék minden
lényeges tulajdonsagardl. fgy pl. a kisérleti adatok (els6sorban a kotési energidknak az
alabb targyaland6 Weizsicker-féle képlettel valé jé egyezése) arra utalnak, hogy a nuk-
leonok atommagon beliili tipikus tavolsaga is, szdmuktdl (az A tomegszdmtdl) flig-
getleniil, mindig kb. ry. Ennek kovetkeztében a nukleonok altal “tapasztalt” potencial
értéke a mag méretétdl fiiggetlentil mindig ugyanakkora, kb. 40-50 MeV; a mag stirtisége
pedig sohasem haladja meg a kb. 1 nukleon/ (4773 /3) értéket. Ezt a jelenséget nevezziik a
kotési energia ill. a magstiriség telitddésének. A telitodés a fenti, tisztan helyfiiggd, vonzd
potenciallal nem, csak annak a kisérleti adatokhoz illesztett, bonyolultabb altalanositasa-
ival magyarazhato meg.

A magerék tovabbi jellegzetessége aranylag erds spinfiiggésik (sokkal erésebb, mint
az elektronok LS-csatoldsa). Parhuzamos spinti nukleonok kozott a vonzas erésebb, mint
ellentett spinek esetén. Ugyanakkor a Pauli-elv miatt azonos spinekkel ugyanazon allapot-
ban (pl. az alapallapotban) csak kiilonb6z6 nukleonok lehetnek. Ez magyardzza, hogy a
csupan egyetlen kotott allapottal rendelkezé deuteronban egy protont neutronra cserélve
(vagy megforditva), a kotés megsziinik: a héliumnak nincs 2 tomegszamu izotépja, és két
neutronbdl allé kotott rendszer sem 1étezik.

KOTESI ENERGIA Egy Z rendszamu (azaz protonszami), A tOomegszamu atom-
mag Q(Z, A) kotési energidja az az energia, melyet a mag nukleonokra bontasdhoz be
kell fektetniink. Megforditva, a mag fiziés folyamatokban torténd felépiilésével éppen-
Q(Z, A) energia szabadithaté fel. A csillagok energiatermelése szempontjabdl tehéat nagy
jelentéségli a kotési energidk ismerete.

A spinfiiggésen és a kicserélodési kolesonhatdason alapuld, a deuteron 1étét magyara-
z6 fenti gondolatmenet alapjan azt varhatjuk, hogy éltaldban az A = 27 tomegszamu
izotépok lesznek egy elem legstabilabb valtozatai. Ez a varakozas alacsony rendszamu
elemeknél tényleg teljesiil is, a magasabb rendszamu elemek magjaiban viszont a sok pro-
ton elektrosztatikus taszitasa miatt a két nukleonfajta szimmetriaja megbomlik, a legsta-
bilabb izotépok neutronokban gazdagabbak lesznek. Az ehhez hasonlé gondolatmenetek
kvantitativ osszegzését nyujtja a kotési energidt megadd Weizsacker-féle képlet,

Z(Z —1) 27\ ? _

_ g2 2L — L) e 3/4

Q(Z,A) =aA—DA Ve eA (1 " > + foA (2.2)
melynek egyiitthatéit a kisérleti adatokhoz valé illesztés itjan hatarozték meg (MeV egy-
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ségben):
a=157 b=17.8 ¢=0,712 ¢=23.6 f=2335 (2.3)

(2.2) jobb oldaldn az egyes tagok értelmezése a kovetkezb.

Els6 tag: A magerék kis hatésugara folytdn minden nukleon csak kozvetlen, téle kb. o tdvolsdg-
ra levo szomszédaival all erds kolesonhatasban. Igy minden, mas nukleonoktdl koriilvett nukleonra
ugyanakkora a kotési energia jut, ami A darab nukleonra Gsszesen aA.

Maésodik tag: Az atommag peremén elhelyezkedd nukleonoknak viszont csak feleannyi szomszéd-
juk lesz, mint a belséknek, igy kotési energidjuk is kisebb. Az els6 taggal tehdt tulbecsiiltiik a kdtési
energiat, amit a masodik taggal korrigdlunk. A korrekcié nyilvan ardnyos lesz a mag feliiletén levé
nukleonok szaméval, tehdt a mag felszinével. Mivel minden nukleonra ugyanakkora térfogat (kb.
egy o sugart gémb) jut, igy a mag sugara A'/3-nal, felszine pedig ennek négyzetével ardnyos.

Harmadik tag: A Z darab proton mindegyikére hat (Z — 1) tdrsdnak elektrosztatikus taszitdsa,
ami a kotési energiat tovabb csékkenti. A protonok atlagos tdvolsidga a magban a mag sugaraval, s
igy a fentiek szerint A'/3-nal ardnyos; ezzel tehat forditva lesz ardnyos a paronkénti elektrosztatikus
taszitas potencidlis energiaja.

Negyedik tag: Ez a tag a fentebb mdr ismertett kicserélédési kolesonhatédssal (Pauli-elv) kap-
csolatos effektust reprezentdlja. Ennek megfelelden értéke A = 27 esetén zérd, egyébként negativ.
Alakjat egyértelmiien rogziti, hogy az egy nukleonra esé kotési energia kizdrdlag az 0.5 — Z/A
relativ kiillonbségtdl fligghet, és tetszoleges fiiggvényt szélséértéke koriil sorbafejtve a vezetd tag
masodrendii lesz.

log €

Lo Lo o Lo o fow o boaw o oo Loy J

7. dbra: A kozmikus elemgyakorisdg Grevesse (1984) adatai szerint. € a 10'® db *H magra es6 adott
tipusid magok gyakorisdga. Az dbran minden elem leggyakoribb izotépja szerepel. Az illé elemekre
vonatkoz6 adatok a Nap szinképének elemzésébdl, a tobbiek a meteoritek vizsgalatabdl szarmaznak.

Otodik tag: ez a tag — melynek ezt az alakjt Fermi javasolta — az atommag héjszerkezetével
kapcsolatos. § értéke a proton- ill. neutronszam paros vagy paratlan voltatdl fligg:

+1 péros—paros
6= 0 péaros—paratlan
—1 péaratlan—péaratlan

hiszen paros nukleon esetén az utolsoként beépiilé az eléz6ével megegyez6 energiaju héjra keriilhet
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(ellentett spinnel), mig paratlan nukleon esetén mar csak eggyel fentebbi héjra — {gy a kotési energia
a paratlan nukleonszamoknél nagyobbat né. E tag kivetkezménye, hogy, mint a 7. dbral mutatja,
a paros rendszamu elemek az Univerzumban gyakoribbak a paratlanokndl (Harkins-szabdly).

Ugyancsak az atommagoknak az elektronburokéval analdg héjszerkezetével kapcsolatos, de a
Weizsicker-formuldban nem reprezentélt jelenség a kiilondsen stabil “magikus magok” (“He, 160,
40Ca, 208PDb) léte. E magok a zart féhéjaknak felelnek meg, a nemesgézszerkezet atommagbeli meg-
felel6i. A kozmikus elemgyakorisdg-eloszlasban (7. dbra) kiilonosen erds csicsok mutatkoznak itt.

1D- T T T T '_-|
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=
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8. dbra: Az egy nukleonra esé kotési energia a rendszam fliggvényében, a Weizsicker-képlet szerint.
A folytonos vonal az egyes elemek legstabilabb izotépjait, a szaggatott gorbe az egyenld proton- és
neutronszamu izotépokat mutatja

A Q/A egy nukleonra es6 kotési energia (2.2)-bél szamolt értékei a 8. dbran lathatdk.
Mint kitiinik, a gérbe hatarozott maximumot mutat a vascsoport elemeinél. A maximum
pontos helye a feltételezett Z/A ardny fiiggvénye. A/Z = 2 esetén a leggyakoribb izot6p
— a kozelité Weizsacker-képlet helyett most a pontos kotési energiaadatokat tekintve —
az 9YNi, mig minden elemre a legstabilabb izotépot vessziik, akkor az *Fe. Mindenesetre
a maximum léte arra utal, hogy a csillagok élete véges: a kezdetben féként hidrogénbol
allo gazban a nehezebb elemek fuzidja legfeljebb addig szolgaltat energiat, mig a teljes gaz
vassd ill. nikkellé nem alakul: az ennél nehezebb elemek felépiilése mar energiafogyasztéd
folyamat, mely a csillag egyensulyahoz mar nem jarul hozza, sét annak Osszeomlasdhoz
vezet (szupernévarobbands). A legnehezebb elemek (pl. urdn) esetében a fizi6 helyett
éppenséggel a maghasadés (fisszi6) szolgdltat szamottevs energiat.

A 7. és 8 dbrat Osszevetve lathatd, hogy a vascsoport elemei koriili cstics a kozmikus
elemgyakorisag-eloszldsban mar mutatkozik, de a maximum itt csak lokalis: a hidrogén
és hélium gyakorisdga messze meghaladja a vasét. Az Univerzum kémiai evoliciéja tehat
még nem tul elorehaladott, anyaganak zome még igen tavol all a nuklearis egyensulytol.

A 8. abrat szemlélve az is szembeotlik, hogy a “He fajlagos kotési energidja, Q/A =
6,6 MeV, a vasénak (8,5MeV) tobb, mint haromnegyede. Tehat mire a csillagbelsé géza

T Adatok: Grevesse (1984) Phys. Scripta T8, 49
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héliumma alakult, a rendelkezésre allé energiakészlet haromnegyedét méar felhasznalta! Ez
magyarazza azt a tényt, hogy a csillagok életiik tilnyomé részét a fésorozaton toltik.

A csillag élete kb. 80 szazalékat tolti a fésorozaton, a szamszerii egyezés a fenti ardnnyal azonban
részben véletlen. Az dridséllapotban a csillag luminozitdsa jéval nagyobb, igy a maradék egyne-
gyednyi energiakészlet elvileg még rovidebb idore lenne elegend6 — csakhogy a kintebbi rétegekben
tovabb folyé hidrogénégés még mindig hozzajarul az energiatermeléshez.

V,=—40MeV

9. dbra: A Coulomb-gét. Z; és Z> rendszami atommagok teljes W kolcsdnhatdsi energidja a tavol-
sag fliggvényében. E energidju részecske szdmdara a gat az r1 ~ rn és r2 radiuszok kozott hizodik.

A COULOMB-GAT Mivel az atommagok pozitiv toltéstiek, kozottiik a magerdk mel-
lett elektrosztatikus taszito erdk is fellépnek. Az eredd potencial alakja a kovetkez6 meg-
gondolasbdl szarmaztathato.

Mint emlitettiik, a magon beliil a nukleonok egymastél mind kb. ry tavolsagban van-
nak, igy a magpotencial értéke a minden nukleonra — azaz a magon beliil mindentitt —
ugyanakkora, mintegy 40-50 MeV. A mag — r, = A'/3ry sugarti — hataran kiviil aztan a
nukledris potencial (2.1) szerint exponenciélisan eltiinik, igy a Coulomb-potencial szinte
ugrasszeriien dominanssa valik. Két, Z;, Z5 rendszamu és Ay, Ay tOmegszamu, r szepa-
racioju mag ered6 potencidlis energiaja tehat a 9. abran lathatéhoz hasonlé alaku lesz. A
gat magassaga mintegy 10 MeV.

A magreakciok 1étrejottéhez nyilvan az sziikséges, hogy kelléen nagyszamu részecske
gyozze le ezt a gatat. Ehhez energidjuknak legalabbis meg kell kozelitenie a Coulomb-gat
magassagat. (Elérnie nem kell feltétlentil, ugyanis, mint alabb latni fogjuk, a kvantumme-
chanikai alaguteffetus révén némileg alacsonyabb energidju részecskék is mar szamottevo
valésziniiséggel juthatnak at a géaton.)

Ez két esetben lehetséges:

Termonukledris reakciék. Ha a hémérséklet kelléen magas (legalabb tobb millié
kelvin), a részecskék egy részének termikus sebessége elegendé lehet a Coulomb-gét legyé-
zéséhez. A legtobb csillag magjaban termonuklearis reakciok zajlanak.

Piknonuklearis reakcidk. Extrém nagy sfirtiségek (p > 10°g/cm?) esetén a Cou-
lomb-gat magassiga lényegesen csokken, igy alacsonyabb homérsékleteken is atjarhatova
valhat. Ez a reakcids mechanizmus a neutroncsillagok kialakuldsa soran fontos.
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A Coulomb-gét nagy stiriiségeken valé csokkenésének magyardzata a szomszédos atommagok
potencidljainak a nyomdsi ionizdciénél (1.4. szakasz) targyalthoz hasonlé egymadsra tolédésa. Hoz-
zajarul ugyanakkor az is, hogy nagy stirliségeken a Debye-hossz (1d. kés6bb a Plazmafizika fejezet-
ben) lényegesen csokken, {gy az elektrosztatikus taszitdst a magok koriil feltorlédott elektronfelhdk
nagymértékben ledrnyékoljak.

2.2 NUKLEARIS EGYENSULY

Ha a magreakciok olyan hevesek, hogy a kozeg izotoposszetételét az egyéb fizikai folyama-
tokénal sokkal rovidebb idoskalan képesek megvaltoztatni, akkor gy tekinthejiik, hogy
ezen lassabb valtozasok soran az izotoposszetételt minden pillanatban a magreakciok dina-
mikus egyensilya hatdrozza meg. A fentieknek megfelel6en ez a helyzet széls6ségesen forrd,
illetve stirti kozegekben valdsulhat meg.

TERMONUKLARIS EGYENSULY A termonukledris egyensily esete igen forré (T >
10°K) plazmdkban valésul meg. A neutronok és protonok szdma a magokban ilyenkor
Osszességében adott (a kettét egymaésba alakité folyamatok koziil inverz B-bomlds a nem
tul magas stirtiségeken gyakorlatilag nem megy végbe, a 8-bomlé izotopok pedig csekély
gyakorisaguak). Ilyenkor, a maghasadast és a fziét az ionizécié ill. rekombindcié megfele-
16jének tekintve, az egyensilyi allapotot a Saha-egyenlethez hasonlé egyenletek rendszere
hatarozza meg. Lényeges kiilonbség az ionizacié esetéhez képest, hogy itt a kotési energia
a tomegszammal nem monoton moédon valtozik, aminek kovetkeztében az eloszlas csucsat
képezd, leggyakoribb izotépok a paraméterekkel nem fokozatosan, hanem ugrasszeriien
valtoznak.

Az emlitett egyenletekhez a kovetkezdképpen jutunk. El6szor is emlékeztetiink ra, hogy egyen-
stlyi rendszert A és B részre osztva a két rész egyensilyban lesz, vagyis az 1.1. szakaszban mondot-
takat tobbkomponensii esetre altalanositva minden ¢ Gsszetevéjiikre ﬂz(»A) = ﬂEB). Igy, ha rogzitett

nyomason és hémérsékleten anyagi kélcsonhatédsba 1épnek, akkor szabad entalpidjuk megvéltozasa

aGAUD) =3 (@ = i) ani =o,

%

hiszen zart rendszerrél lévén szd, dNZ-(B) = —dnl(-A). Eszerint tehat kémiai egyensulyban a szabad
entalpia szélséértéket vesz fel. (A szélséérték killonben minimum, ami az entrépia maximaélis volta
alapjan kovetkeztethetd ki.)

Az extrémumelvet egy rendszer belsd reakcidegyensilyara kiterjesztve tehat adott reakcié ill.
reakcidsorozat egyensulyanak feltétele

> i dN; =0, (2.4)

ahol a dN;-k helyébe most az egyes komponenseknek a reakciésorozat nullara rendezett Osszeg-
képletében szereplo egyiitthatdja irandd. Ez a részletes egyensily elve. Konkrétan pl. az alabb
targyalandé

2288i — 5Fe, azaz 228Si - "%Fe =0 (2.5)

reakci6 esetére (2.4) alakja
2fsi — fire = 0.
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Az idedlis gdzok kémiai potencidljdra levezetett (1.60) Osszefliggést a (2.4)-be beirva, és egység-
nyi térfogatra vonatkoztatva, az egyensilyi egyenlet:

[ =Ivy™ (2.6)

7

Konkrét példankra:
ndi/nrV = 2/ v (2.7)
A Saha-egyenlettel valé analégia nyilvanvald, hiszen ha a részletes egyensily elvét az
(r + 1)-szeres ion + e~ <« r-szeres ion
ionizécid /rekombindcié egyenstlyra alkalmazzuk, az eredmény
NeNry1 /Ny = (2¢/V)(2r41/2r) exp(=xrksT), (2.8)

ahol figyelembe vettiik, hogy k6z0s energia-zéruspontot valasztva az egyes ionok sajat alapallapota-
ira vonatkoztatott &llapotosszegek ardnydban megjelenik az exp(—x,kpT) szorzé. (Ugyanezt meg
kell tenni magreakciokndl is, ha a mag alapéllapotdra vonatkoztatott dllapotosszegeket hasznalunk.)
Ide z, (1.53) kifejezését beirva a (1.87) Saha-egyenletet kapjuk.

Tg
8_

5
vascsoport
4 —
3 | I I
5 7
log P

10. abra: A leggyakoribb izotépok termonukledris egyensuly esetén a p—T" sikon. (p g/cm?’7 T 10°K
egységekben)

A leggyakoribb izotépok a hémérséklet és a stirliség fliggvényében a 10. abra szerint

valtoznak. Alacsonyabb T ill. magasabb p értékeknél a varakozasnak megfeleléen a vas-
csoport elemei lesznek az uralkoddk, amint azt mar a 8. dbra alapjan is sejthettiik. (Hogy
konkrétan melyikiik, azt ismét csak a Z/A ardny hatdrozza meg.) Magasabb héfokon ill.
alacsonyabb stirtiségeknél ugyanakkor a gyorsan mozgd magokat az iitkozések a-részecs-

kékre tordelik.

A gyakorisageloszlas Z és A fiiggvényében igen meredek maximumot mutat a leggya-

koribb izotép koriil, vagyis szinte az egész anyag 1-2 elem forméajaban lesz jelen. Ennek
fontos gyakorlati kovetkezménye, hogy az Ia tipusu szupernévarobbanasok, melyek-
ben az anyag nuklearis egyensiilyig ég, szinte kizardlag vasat és nikkelt szornak szét
a térbe, akar tobb, mint egy naptomegnyit. Ez magyarazza ezen elemek kiugréoan magas
kozmikus gyakorisagat (7. dbra).
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Feladat: 10° K hémérsékletii, 1000 g/cm? stirfiségii tiszta oxigéngdzban a termikus sugarzas fotonjai
pérkeltéssel elektron—pozitron pdrokat hozhatnak létre. A kvazineutralitds és a parkeltés-annihilé-
ci6 dinamikus egyenstlya mellett hatarozzuk meg az elektronok illetve a pozitronok szaméat kob-
centiméterenként! (Segitség: a pozitron kémiai potencidlja az elektronénak ellentettje. Az energia
kifejezésében figyelembe veendd a nyugalmi energia is.)

PIKNONUKLEARIS EGYENSULY Ha a nukledaris egyensuly a szélsoségesen nagy
strtiségeken fellépo intenziv piknonuklearis reakciék miatt all el6, az inverz S-bomlas fon-
tos szerephez jut. Ilyenkor tehédt csak a teljes barionszam tekintheté allandénak, a pro-
tonok és neutronok relativ szamat magat is a fizikai paraméterek (elsésorban a siir(iség)
hatarozzak meg.

A (- és inverz (f-bomlasok megszabta dinamikus egyensuly akkor tolddik el erdsen a
neutronok javara, amikor a nagy strliség mellett elfajult elektrongaz Fermi-nivéja meg-
haladja az adott mag [-bomlasa soran felszabadithato energidt. Ilyenkor, mivel minden
elektron-végallapot be van toltve, a 3-bomlas reakciés rataja lecsokken, mig az inverz
folyamat tovabbra is akadalytalanul zajlik, s igy az adott izotép formajaban levé nukle-
onok tulnyomo része neutronokkd alakul. Ez a p,, neutronizdcids kiiszob minden izotépra
mas ¢és mds, akdrcsak a piknonukledris reakcidk kiiszobstirtisége (ppye)-

II. tablazat: Néhany izotép p. neutronizécids kiiszobe és ppyc piknonukledris reakcidkiiszébe

Mag — py [g/em®]  ppye [g/cm?]

1 1.2-107 108
1He 1.4-10M 10°
12¢ 3.9.1010 1010
56Fe 1.4-10° > 1010

Az II. tablazathol lathato, hogy kénnyebb elemekre p,, > py., igy mire neutronizal6d-
hatnanak, mar elpusztultak a piknonuklearis reakciokban. Nehezebb elemeknél viszont a
neutronizacié fontos szerephez jut. Kovetkeztében a Z/A ardny a siirliség névekedtével
egyre csokken, s igy Q(Z, A) maximuma egyre magsabb tomegszamok felé tolédik (elsé-
sorban a (2.2) formula Coulomb-tagja miatt). [gy a siirfiség fiiggvényében a leggyakoribb
izotépok szekvencidja az Fe-t61 8-10° g/cm? f616tt egyre nehezebb izotépokon 4t a M18Kr-
ig huzédik, mig végiil 4.4 - 10 g/cm? stirtiség f616tt megjelennek a szabad neutronok. (Ez
a jelenség bizonyos szempontbdl analdog az a-részekre vald széteséssel a termonukledris
reakcidk esetében.) A neutrongdz nyomésa 4 - 10'? g/cm3-nél valik domindnssd az elekt-
rongazéval szemben, tehat az alapotegyenlet szempontjabdl ettol kezdve beszélhetiink az
anyag neutrondllapotardl. Végiil 2 - 104 g/cm? f6lott az atommagok végképp eltiinnek.

Ez a szekvencia tiikkrozodhet az elméleti modellek szerint a neutroncsillagok belsé felé-
pitésében is. A felszinhez kozelebb, alacsonyabb nyomasnal és stirtiségnél még nehéz atom-
magok is jelen vannak a neutroncsillag anyagaban, s a Coulomb-erck hatasara ionracsba
rendezddnek, igy a neutroncsillagnak szilard kérge van. A kéreg alatt helyezkedik el a

48



mar tisztdn neutronokbdl (valamint a S-bomldsok miatt ardnylag kisszami protonbdl és
elektronbdl) &ll6, folyékony mag.

2.3 REAKCIOS RATAK

Mivel a nuklearis egyensily kialakuldsdhoz széls6séges homérséklet, illetve stirtiség sziik-
séges, aranylag korlatozott azon esetek kore, ahol a magreakciék hatésa ilyen médon
szamithato. Gyakrabban, els6sorban a csillagfejlodés soran, éppen a forditott eset all elo,
vagyis a nukledris égés idéskéldja joval hosszabb az egyéb (pl.hidrodinamikai) folyama-
tokénal. Ilyenkor a minden mas szemponthdl egyensilyi rendszer fejlodésének éppen ez
a mozgatorugdja. A fejlédés leirdasahoz tehat ilyenkor meg kell adnunk az adott idopilla-
natban érvényes izotoposszetételt, s kiszamitanunk, hogy az adott komponensek kozott
lehetséges reakciok milyen titemben zajlanak.

ALAGUTEFFEKTUS El6szor is azt a koriilményt kell figyelembe venniink, hogy,
kvantumfolyamatokrol 1évén szé, mar a Coulomb-gat magassaganal kisebb relativ energia-
ju atommagok is véges valdszintiséggel 1épnek reakciéba. A kvantummechanikabdl tudjuk,
hogy E energiaju beeso részecske a 9. dbran lathaté potencidlgaton

P, = Pye ™ (2.9)
valdészintiséggel jut at, ahol
m Zl 2262
Itt m; és Z; az egyes magok tomege ill. rendszama, m pedig a redukalt tomeg;:
m= 2 (2.11)
mi + mo

A P, faktor fiigg a mag tipusatdl, s tartalmaz egy gyenge, E~'/? jellegii energiafiiggést is,

ami az exponencialis tényez6 meredek energiafiiggéséhez képest nem jelentékeny.

Kvéziklasszikus kozelitést hasznélva (vagyis feltéve, hogy a hullamfiiggvény csak sajit hulldm-
hosszanal sokkal nagyobb tavolsagokon valtozik meg érdemben, igy lokdlisan a szabad részecske
esetéhez hasonléan kezelhetd), az alagutazdsi valdszintliség (2.9) kifejezése a kovetkez&képpen all
eld. A levezetés sordn jé kozelitéssel feltehetjiik, hogy r < ro (s {gy a gt nagy részében ry < ).

E energidji és m tomegli beesd részecske hullamfliggvénye a kvdziklasszikus esetben (a szabad
részecske 1 o< €P*/" hullamfiiggvényét dltalanositva) (W (r) potenciélis energiafiiggvény mellett)

1) = Aexp %(Et +V2m[E —W(r)]r)

P

ahol p az impulzus. (NB. Mint tudjuk, centralis er6térben valé zéré impulzusmomentumu mozgas
egydimenzids mozgasként kezelhetd.)

,,,,,, 7

A Dbees6 részecske valdszintliségi dramstiriisége:

. ik dy* A dpy\ .
j2m<¢ dr —v M)m(erTdr)ww
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dp/dr r < ri-ben és r — oo-ben zéré, igy a gaton beliili és a gdton kiviili (4llandd) valdszintiségi
dramsliriiség ardnya (az alagutazdsi valészin(iség) egyenld a 1p*¢ val6szin(iségi amplituddk ardnyd-
val, szorozva az impulzusok ardnyéval, [(E — Vp)/E]"/? ~ (—Vy/E)"/?-nel (E < —Vp). (Ez utébbi
faktor adja Py emlitett E~'/%-es energiafiiggését.)

A gét egy infinitezimélisan vékony dr szeletén dthaladva a valdsziniiségi amplitudé relativ val-
tozdsa (egy r1/r rendili tagtdl eltekintve)

Y(r+dr)/Y(r) =" (r+dr)/Y*(r) = exp %\/Qm[E — W (r)]dr (2.12)

gy E > W (r) esetén a kitevl tisztdn képzetes, tehdt az amplitidéban nincs helyfiggés. E < W (r)
esetén viszont az exponencidlis faktor amplitiddévaltozéast is okoz. A teljes relativ valtozas ry és ro
kozott a (2.12) kifejezések szorzataként &ll el6, ami a kitev8kben szummadzést, illetve — dr infinite-
zimalis lévén — integréldst jelent. Tehdt (2.12) négyzetének kitevdjét integralva a 1p*1) valdszintiségi
amplitidék ardnya a Coulomb-git két oldaldn e~ ahol a G Gamow-faktor:

G= %/Tz V2m[W(r) — E]dr

Figyelembe véve, hogy W (r) = Z1Z9€?/r és 1o = Z1Z2e2 | E,

2(2mE)Y/? [T
G = 7( mE) / T2 _ 1dr
h - r
A hatdrozott integral értéke

T2 [aYCCOS\/Tl/Tz - \/7"1/7“2\/1 —r1/ro] >~ rom/2,

ha ry < 7o. fgy végiil G = 27, ahol 7 a fenti (2.10).

Mivel a rendszamok szorzata n-n keresztiil az exponensben jelenik meg, negativ el6-
jellel, az alagutazasi valészintiség a nehezebb magok reakcidi esetében sokkal kisebb. Az
ilyen folyamatokhoz tehat sokkal nagyob részecskeenergiak, azaz — termonuklearis reakcio
esetén — sokkal magasabb homérsékletek kellenek. Ez a fizikai hattere annak a ténynek,
hogy a csillagok fejlodésiik soran jol elkiiloniilo égési fazisokon mennek keresztiil, melynek
soran egyre nehezebb elemek fuzidja kertil sorra.

Az alaguteffektusra vonatkozoé fenti formula azonban nem érvényes az E részecskeener-
gia egyes diszkrét pozitiv értékeinél. A 9. abran lathato potencialban ugyanis a Schrodin-
ger-egyenletnek nem csak negativ, de a gatndl kisebb pozitiv energiaértékek esetén is van
olyan staciondrius (azaz a gat véges vastagsaga miatt csak kvazistacionarius) megoldasa,
ahol a [¢?| tartézkodési valdszintiség a gaton beliil nagyobb, mint kiviile. Az ilyen meta-
stabil kotott allapotoknak megfelelé beesé részecskeenergidk esetén az alagutazési valo-
szinliség értelemszertien kozel 1 (rezondns reakcidk). A rezondns reakcidk szerepe nem
jelentéktelen, és figyelembe vételiik jelenti a legnagyobb bizonytalansagi tényezot a nuk-
learis reakcids ratdk meghatarozasanal, mivel a csillagok belsejében relevans viszonyok
mellett nem ismerjiik kielégitéen a rezonanciak pontos jellemzoit.

A REAKCIOS RATAK A j és k magok reakciés rataja — azaz a koztik id6- és
térfogategységenként bekovetkezo reakciok szama — az alabbi alakba irhato.
1

= mnjnk(av) (2.13)

T’jk

50



ahol
(ov) = /0 o(E)vf(E)dE (2.14)

v a magok relativ sebessége, f(v) a sebességeloszlas, n; és ny a szamstirtiségik, o = o(v)
pedig a reakcié hatéskeresztmetszete. A formula helyessége konnyen belathatd, ha meg-
gondoljuk, hogy egységnyi id6 alatt az egységnyi térrészben levl n; j tipust részecskével
az ny k tipusu részecske koziil azok hatnak kolcson, melyek az egyes részecskék altal surolt
o alapteriiletll, v magassagu hengerekbe esnek. Az els6, Dirac-deltat tartalmazé faktor
pedig azt veszi figyelembe, hogy j = k esetén (6nreakcid) a fenti gondolatmenettel minden
reakciét kétszer is szamolunk, igy ekkor a ratat felezni kell.

Ha a felszabadulé energia (), akkor, a szamstriségek helyett a koncentraciokat beve-
zetve, az energiatermelési rata

1
1+ 5jk m;my

ek = ripQ/p = pcjci(ov) (2.15)

A hatdskeresztmetszet értéke varakozasunk szerint nem haladhatja meg az iitkézé p
impulzusu részecske \g = 27h/p de Broglie-hulldmhosszat, hiszen szamottevé val6szi-
niiséggel csak ekkora térrészben tartézkodik. Mindazonaltal, ha a két mag Ag-on beliil
megkozeliti egymast, még nem biztos, hogy reagalnak. Ehhez el6szor is le kell gyozniiik a
Coulomb-gatat is, majd a gaton beliili — révid — tartézkodas soréan ténylegesen reakciéba
kell lépniiik. Igy o alakja

o= PP7)\; (2.16)

ahol P, a mar felirt (2.9) alagutazasi valdsziniiség, P, pedig a reakcié bekovetkezési valo-
szintisége. A3 oc B!, igy P, fenti alakjit beirva

o= SE e (2.17)

ahol az S un. asztrofizikai hatdskeresztmetszet tartalmazza P.-et, Py-at, és az esetleges
rezonanciakorrekciot.

REAKCIOTIPUSOK ES HATASKERESZTMETSZETEK P, s ezen keresztiil S érté-
ke a folyamat jellegétol fiiggben szélsOséges értékek kozott valtozhat. A kolesonhatés jel-
lege szempontjabdl harom eset kiilonboztetheté meg.

(a) Er6s kolcsonhatas: A+ B — C + D
[lyenkor a reakcid, ha a két részecske a Coulomb-gaton atjutott, gyakorlatilag biztosan
bekovetkezik: P, ~ 1.

(b) Elektromégneses kolcsonhatas: A+ B — C + v
A két mag ~ rg/v ~ 107% s ideig marad a Coulomb-géton beliil. A reakcié bekovetkezé-
séhez foton emisszidja sziikséges, aminek 7 karakterisztikus ideje egy egyszerii klasszikus
gondolatmenet alapjan becsiilheté meg. A klasszikus elektrodinamika torvényei szerint

62 627"2(,()4

Q=% =

3 c3

(2.18)

teljesitménnyel sugarzo oszcillator 7 = 2rw/@Q 1dé alatt sugarozza el egy foton 27ww ener-
gidjat. A kvantumos esetben tehat a kvantalt emisszid, véletlenszerti idépontban, ennyi

o1



idon beliil zajlik le. A kotési energiak nagysagrendjének figyelembe vételével ez az idoska-
la ~ 10~ %5, sokkal hosszabb a Coulomb-géton beliili tartézkodasénal. Tehat az emisszié
valészintisége ro/v id6n beliil P, ~ ro/vT ~ 1076,

(c) Gyenge kolcsénhatds: A+ B — C +et +7
E kolesonhatds karakterisztikus ideje a neutron élettartama, ami, mint tudjuk, ~ 10 perc.
lgy P, ~ 10715,

A folyamatok vazolt valdszinliségi viszonyai kévetkeztében egy reakcidsorozat egészé-
nek iitemét annak leglassabb, legkisebb valdszintiségii reakcidja szabja meg.

—"EG ——————————————

Lo o by v b Ly

11. dbra: A Gamow-cstcs. A (2.19) integrandusédban szerepld tényezék (szaggatott és pontozott)
energiafiiggése, valamint szorzatuk (folytonos, mds ordindtaskédlén).

A GAMOW-CSUCS Az eddigi meggondoldsok Osszegzéseként vizsgaljuk most meg a
reakcids ill. energiatermelési ratdk (2.13) és (2.15) kifejezéseiben fellépd (ov) tényezot.
Termikus egyenstlyban levé kozegben az energiaeloszlas az (1.69) Maxwell-féle energiae-
loszlast koveti: f(E) = %EUQT*?’/Q@*E/’“BT. Ezt és (2.17)-t (2.14)-be beirva:

_ 1/2 —3/2 e
(ov) = (8/7m)Y2(kyT) /0 S(E) exp ( o /2> dE (2.19)
ahol 772
7= 2mEY? = 1v2m JT’“Q (2.20)

A rezonéns reakciok esetét kivéve S(FE) gyenge energiafiiggése miatt az integrandus
alakjat a benne szereplé exponencidlis tényez6 hatarozza meg. Ez a 11. abran lathaté. A
két ellentétes hatds (az alaguteffektus F-vel novekvo valdszintisége, ill. a gyors részecs-
kék kisebb szdma) ereddjeként kialakuld csiicsot Gamow-csicsnak nevezik. A részletes
szamolas alapjan paraméterei is levezethetOk. A csiucs Fy helyzete az integrandus deri-
valtjat nullaval egyenlové téve kaphato meg, AFE szélessége pedig az integrandus Ej koriili
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sorfejtésével, a masodrendii tag egyiitthatéjabdl szarmaztathato:
Eo = 5.665keV - W'/3T2/3 (2.21)

AE = 4.25keV - W62/ (2.22)

ahol W = Z2Zim/mp. A csiics magassaga e~ "¢, ahol
76 = 3Eo/kpT = 19.1(Z; ZFA)T7)'2, (2.23)

ahol A = A;A/(A; + Ay) az effektiv tomegszam, Tr pedi a hdmérséklet 107 K egységben.

A gorbe alatti tertilet durvan a csics szélességének és magassaganak szorzatat felez-
ve becstilhet6 (s a pontos (2.19) integrélkifejezés is csak egy numerikus faktorban tér el
ettdl). Igy végiil:

(ov) o< 727 o< T~ 3 exp (—=CTV/3) (2.24)
ahol C' konstans. A homérsékletfiiggésben az exponencidlis tényez6 domindl, igy az igen
meredek. Szlikebb hémérséklet-intervallumokon beliil szokés (2.24)-et hatvanyfiiggvénnyel
(azaz logaritmikus skalan egyenessel) kozeliteni. [gy a reakcids ill. energiatermelési ratakra

€ o p°T" (2.25)
tipusu kifejezések adddnak, ahol n értéke

dlog(ov) T—2
= = 2.2
" dlogT 3 7 (2:26)

ami kiilonb6z6 reakcidkra 3 és 30 kozott mozog. A (2.24) és (2.25) kifejezések pontos
egylitthatdi tartalmazzak az S(F) asztrofizikai hatdskeresztmetszetet, amely laboratériu-
mi mérések (nukledris szérdskisérletek) eredményeit a csillagokban uralkodé viszonyokra
extrapoldlva hatdrozhaté meg. (A rezonancidk azonban, mint emlitettiik, az ilyen extra-
polaciéban némi bizonytalansdgot okoznak.)

2.4 ENERGIATERMELO FOLYAMATOK A CSILLAGOKBAN

HIDROGENEGES Ha egy kozmikus Osszetételli gazt gondolatban lassan (kvazista-
ciondriusan) hevitiink, a gdz teljesen ionizalédik, majd az atommagok egyre nagyobb
valoszintiséggel gyozik le az Oket elvalaszté Coulomb-gatat. Egy reakcié “beindulasardl”
a gyakorlatban akkor beszélhetiink, ha olyan gyakoriva vélik, hogy képes (az Univerzum
korénal révidebb id6 alatt) szamottevéen megvaltoztatni az égitest vegyi Osszetételét, a
reakciéba 1ép6 izotépok gyakorisagat.

El6szor a jelenlevé deuteronok 1épnek reakcioba, par millié fokon:
D +'H — *He + 7. (2.27)

Ezt a folyamatot hividk deutériumégésneck. A 2D azonban hamar elfogy.
107 kelvinen viszont mar a protonok is legyézik a koztiik levé Coulomb-gétat:

'H+'H - D +e" + v, (2.28)
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igy pétolva a (2.40) éltal fogyasztott deuteronokat. Kiépiil tehdt a pp-ciklus f6 lanca:
'H+'H — *D4em +v
D+'H — ®He+~y (2.29)
*He +°He — “He+'H+'H.

A proton—proton ciklus nemcsak a csillagok energiatermelésének messze leggyakoribb for-
rasa (az Osszes csillag 90 %-a voros torpe), de egyben klasszikus példat is jelent a magre-
akcidk el6zo szakaszban megismert harom f6 tipusara. Az elsé folyamat a gyenge kolcson-
hatas prototipusa, mig a méasodik elektromégneses, a harmadik pedig erds kolcsonhatast
jelent. Ennek megfeleloen a legkisebb valdszintiséggel — tehat a leglassabb titemben —
az elso, p—p reakcid zajlik. Az egész reakcidsorozat iitemét pedig leglassabb reakci6jaé
szabja meg. A ciklus teljes energiatermelése igy az egy ciklusban felszabaduld, Gsszesen
13.086 MeV energidt az iitemet megszabd p—p reakcié ratdjaval megszorozva adédik.(2.26)
szerint Ty = 1.5 - 10" K kornyékén a p-—p reakciéra n = 3.9. Az egyiitthatd értékét befrva
a teljes képlet:

epp = 0.38erg/g/s - pX*(T/Ty)*”°. (2.30)

A fenti egyébként csak a legnagyobb valészintiségii itk6zési lanc, az un. fécsatorna. A ciklusnak
azonban tobb mellékaga is van, melyeket majd a napfizika keretében targyalunk részletesen.

A felszabadulé neutrindk gyakorlatilag akadalytalanul hagyhatjak el a csillagot. A neutrindk
jelentés részének energidja elég nagy ahhoz, hogy jelenlegi detektorainkkal észlelni tudjuk 6ket. Az
észlelések azt mutattdk, hogy a tényleges neutrindfluxus lényegesen alacsonyabb az elméletileg véart
értéknél. Ezen un. napneutrind-probléma csak 2001-ben oldédott meg, amikor bebizonyosodott,
hogy az eltérést az elektron-neutrindk egy részének méds, nehezebben észlelheté neutrindfajtakka
valé atalakulasa okozza.

A hidrogén-hélium fizié a pp-ciklus mellett mas moédon is torténhet, a plazméban
jelenlevo szénatomok, mint katalizatorok segitségével. Ez a CNO-ciklus:

12C + 1H N 13N + 7y

BN - BCtet +v

BC+1H - YN ++4 (2.31)

UN+1H - B0+~

B0 - BN4 et +v

PN+ 'H — "C + "He.
Melyik folyamat jelenti itt a sziik hataskeresztmetszetet? Gyenge kolcsonhatéast igénylo
fuzidk itt nincsenek (a gyenge kolesonhatdsok itt mind bomlédsok, s igy 1 valészintiségii-
ek). Tehdt az elektromégneses folyamatok egyike lesz a meghatérozé. A pontos szamitas
szerint koziiliik a *N—1H reakciés rata a legkisebb. A fentivel analég médon a ciklus ener-

giatermelése a benne 6sszesen felszabadulé 24.97 MeV energiat a “N-'H reakcids ratdval
szorozva adédik (T = 1.5 - 107 K koriil):

eono = 1.94erg/g/s - pX Xon (T /T)>, (2.32)

ahol X¢n a szén és nitrogén egytittes tomeghanyada.

Mint a T-fliggésbdl lathato (12. dbra), magas hémérsékleten (felsé fésorozat) a CNO-
ciklus, alacsonyabb homérsékleten (als6 f6sorozat) a pp-ciklus dominal. A Nap magjdbban
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12. abra: A pp- és a C NO-ciklus energiatermelésének homérsékletfiiggése 15 millié K téjan.

a homérséklet mindentitt kb. 15 millié6 K alatt marad, igy ott a pp-ciklus mellett a CNO-
ciklus alarendelt szerepet jatszik.

A fenti reakciésorozat tulajdonképpen csak a “szén-nitrogén ciklus”, hiszen a 0 nem szerepel
benne. Ez az izotép egy, a fenti ciklusbdl ledgazé, joval kisebb valdsziniiségli masodciklus soran
kapcsolédik be a korforgdsba. (2.31) utolsé reakcidja helyett ugyanis a 1°N kisebb valdszintiséggel
az alabbi mddon is reagdlhat:

N4+ H — %0 + 4

60 +'H - 1"F 4o (2.33)
17F—>17O+€++7/

17O+1H—>14N+4He.

A N tjra bekapcsolédhat a ciklusba a (2.31) féciklus 4. reakciéjanal.

A szén katalizatori szerepe a kett6s CNO-ciklusban nem tokéletes: mivel a leglassabb reakcié
a 14N-¢6, a korforgdsban résztvevd fémmagok itt “feltorlédnak” (akdrcsak a gépkocsik a legtovabb
piros jelz6lampéandl a kortton). Igy ha a folyamat megszakad (pl. mert elfogy a hidrogén), utdna
a szén nagy része nitrogénként marad vissza. A N nagy része éppen igy keletkezik a csillagokban
az adott csillaghban mér eleve jelenlevd mésik nehézelembdl, a szénbdl. (Ilyenkor az illetd elemet,
esetiinkben a nitrogént, szekundér elemnek mondjuk, ellentétben a primér elemekkel, melyek H-bol
torténd, fizids lancon keresztiili eldallitdsa egyetlen csillagon beliil zajlik le.)

A CNO ciklus ily médon a szén, nitrogén és oxigén kozott jol meghatdrozott — a hémér-
séklettd] kissé fliggé — mennyiségi ardnyt hoz létre a gdzban. 3 - 107 K-en ez a szdzalékos ardny
12C:14N:160= 1.6 : 97 : 1.3.* Egyes csillagok légkorében a hirom elem gyakorisdga kozel 4ll ezen
egyensulyi értékekhez, ami arra utal, hogy itt a csillag 1égkérében nukledrisan mér kiégett anyagot
latunk. Ez a helyzet pl. a Wolf-Rayet csillagok WN alcsoportjanal. A Wolf—Rayet csillagok olyan,
igen nagy tomegt, elérehaladott fejlédési dllapoti csillagok, amelyek hidrogéngazdag kiilsé burkat
a beléliik kiindulé eros csillagszél teljesen felemésztette, s kiégett belsejiik a felszinre keriilt. A C,

*A C, N és O altalanos kozmikus gyakorisdgainak szézalékos ardnya ugyanakkor 28 : 8.3 : 64.
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N és O relativ gyakorisaganak vizsgalata ezért nagy jelentGségii mind a csillagfejlédési vizsgalatok,
mind az Univerzum kémiai evoliciéjanak felderitése szempontjabodl.

Feladat: Tekintsiik a pp ciklus els6 reakcidjat:
'H+'H—-?D+et +v

A proton tomege my + 7.289 MeV, a deuteroné 2mpy + 13.136 MeV, az elektroné 0.507 MeV.
(a) Mekkora energidja lehet a reakciéban keletkez neutrinénak?
(b) Az aldbbi reakcidk koziil melyek alkalmasak e neutrindk detektdldséra?

STCl(v,e™)*"Ar (kiiszob: 0.81 MeV)
"Ga(v,e” ) Ge (kiiszob: 0.23 MeV) (2.34)
5 n (v, e ) 15Sn (kiisz6b: 0.49 MeV)

(c) Mennyi a deuteron kinetikus energidja, ha az elektron, illetve ha a neutriné energidja maximalis?

HELIUMEGES A (2.29) és (2.31) reakcick nett6 hatdsa a leptonok és fotonok mells-
zésével Osszefoglaldoan

4'H — "He (2.35)
alakban irhaté fel. Ez folyamatonként kb. 26 MeV energiat ad. Ha a H kiégése utdn a
hémérséklet tovabb nd, tovabbi magreakcidk lépnek fel. Ezek koziil adott hémérsékleten
az energiatermelés oroszlanrészét rendszerint egy reakciécsatorna adja. Ezeket a csator-
nakat a tovabbiakban nem targyaljuk a fentihez hasonlé részletességgel, csak a féesatorna
netté egyenletét adjuk meg.

108K tajan begyullad a hélium (3a-folyamat):
3%He — 2C. (2.36)

(Melléktermékként a 12C-bél a-részecske befogdsaval mar jelentds részben 60 keletkezik,
tehdt ezutdn a géz féleg szénbdl és oxigénbdl all.) A hélium elfogytdval 6 - 10° K koriil a
szénégés, majd a neon-, oxigén- és sziliciumégés kiovetkezik. Végiil az *°Fe lesz a
dominans elem, melynél az egy nukleonra es6é kotési energia maximaélis, igy jé kozelitéssel
bedll a nuklearis egyensiily.

TOVABBI REAKCIOK A szénégés nettd fécsatornaja
512C — 50 + 2Ne + **Na + n°. (2.37)

A mellékdgakban igen jelentés mennyiségti 2*Mg keletkezik, igy a szénégés végén az O,
Ne és Mg domindl a kémiai osszetételben. Ezutén, 10°K felett a neon gyullad be (a 50
méagikus mag, nehezen reagdl). A neonégés:

22Ne — '°0 + **Mg. (2.38)
Az oxigénégés ezutan (esetleg ezzel egyidében) kovetkezik:
2160 — 28Si + “He, (2.39)

mellékagak bonyolult halézatdval. Végiil 2.5 - 10° K felett a sziliciumégés zérja a f6 ener-
giatermel6 reakciok sorat. A netté fGesatorna:

228Gi — 50Fe, (2.40)
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2.5 A KEMIAI ELEMEK EREDETE

A f6 energiatermel6 reakciék mellett a csillagokban szamtalan egyéb reakcid is zajlik,
amelyek az energiatermeléshez elhanyagolhaté jarulékot adnak (vagy éppen energiafo-
gyasztok), de a csillagok — és az Univerzum — kémiai 6sszetételének alakitdsaban igen
fontos szerepiik van.

a-FOLYAMATOK Egyik fontos ilyen reakcidcsoport az a-folyamatok (més néven
fotodezintegrdacios dtrendezddések) csoportja:

v+ (Z,A) = (Z —2,A—4) +*He
‘He+ (Z,A) = (Z+2,A+4)+ 7. (2.41)

Az a-részecske helyett szerepelhet proton vagy deuteron is. A (2.38) neonégés és a (2.40)
sziliciumégés szintén a-folyamatok, de emellett gyakorlatilag minden A ~ 20-50 péros
rendszamu elem a-folyamatokban keletkezik az déridscsillagok belsejében.

NEUTRONBEFOGAS A paratlan rendszamu és a vason tuli elemek jorészt neut-
ronbefogassal keletkeznek, melynek két valtozata van. Az s-folyamat (‘s-folyamat—bb
slow’):

(Z,A)+n® = (Z,A+1) = (Z+1,A+1)+e +7. (2.42)

Ett6l az r-folyamat (‘rapid’) abban kiilénbozik, hogy az elsé neutron befogasaval 1étre-
jott radioaktiv mag még bomlés elott Gjra neutront fog be, és a rendszam ugrésszertien
né. Az s-folyamat éridscsillagokban zajlik, az r-folyamathoz sziikséges nagy neutronfluxus
viszont csak szupernévakban all elé. (A neutronokat a f6 energiatermeld reakciok, illetve
bizonyos mellékdgaik szolgaltatjdk.)

EGYEB REAKCIOK A vascsoport elemeinek keletkezésében a nuklearis egyensily
tajékan lezajlé folyamatoknak (e-folyamatok) van fontos szerepe; végiil a kevéssé jelen-
t0s p-folyamat néhany alacsony neutronszamu izotop létrejottét magyarazza.

A KONNYUFEMEK  Végiil megemlitjiik, hogy a konnytifémek (Li, Be, B) és a deu-
térium a csillagok belsejében nem keletkeznek, sot mennyiségiik csokken. Ezen elemek
létrejotte a ma elfogadott elképzelés szerint részben csillaglégkérokben, részben pedig-
csillagk6zi molekulafelh6kben (I1d. 3.1. szakasz) torténik, gy, hogy a kozmikus sugarak
nehzebb magokat kisebb darabokra térnek (spalldcio).
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3. KOZMIKUS FLUIDUMOK

3.1 MAKROSZKOPIKUS ES MIKROSZKOPIKUS ARAMOK

A FLUIDUM FOGALMA Az eddigiekben térben homogén kozegekkel foglalkoztunk,
ahol az egyensulytol vald egyetlen eltérést az egyes Gsszetevok kozotti reakcidegyensuly
hidnya jelentette. Most attériink a térben inhomogén kozegek vizsgalatara; ugyanakkor
egyszerlsitésképpen e fejezet 6 részében Osszetételiiket tekintve homogén kozegekre kor-
latozzuk érdeklodésiinket.

Legyen a kozegben a makroszkopikus inhomogenitasok jellemzé 1éptéke [, a részecskék
szabaduthossza (mikroszkopikus 1épték) pedig [,. Ha létezik olyan A 1épték, melyre [, <
A < [, akkor a kozeg ilyen méretii kis része (a tovabbiakban: “fluidumelem”) mar mak-
roszkopikus, mégis jo kozelitéssel homogén, egyensilyi rendszernek tekintheto, igy alkal-
mazhato ra az egyensilyi termodinamika mar megismert formalizmusa. Az ilyen dssze-
nyomhato vagy utkozéses kozegre tehat lokalisan hasznalhatok a termodinamikai relaciok
(pl. az dllapotegyenlet). A fenti feltételt nem teljesitd dtkézésmentes kdzegeknek viszont
csak kinetikus fizikai leirdsa lehetséges. A tovabbiakban titkozéses, Osszenyomhaté koze-
gekkel foglalkozunk.

Az litkdzésmentesség az igen ritka és/vagy igen forré kozegek jellemzéje, mivel a szabadithossz a
részecskék sebességével né, a stirtiiséggel pedig csokken. De p és T egymagukban még nem hatdrozzak
meg, itkozésmentes-e a kozeg, hiszen a definiciéban az [ makroszkopikus 1épték is szerepet jatszik.
A laboratériumban el6allithaté legjobb vakuum esetében [ szerepét a tartdly mérete jatssza, igy a
kozeg természetesen iitkozésmentes. A csillagkozi anyag slirtisége ennél nagysdgrendekkel kisebb,
az 6ridsi 1éptékek miatt mégis Osszenyomhaté kozegként foghatd fel. A kozmikus sugarzast alko-
t6 nagysebességii részecskék szabaduthossza viszont olyan nagy, hogy ismét csak nem foghatdk fel
utkozéses gazként, ezért a kozmikus sugarakat nem szokas az intersztellaris kozeg részének tekinteni.

Inhomogén kozegben az extenziv mennyiségek a kozeg részei kozott ataddédhatnak
(ami kiilsé kényszertél mentes homogén kozegben szimmetriaokokbdl nem lehetséges).
Folytonos stirtiségeloszlasi mennyiség esetében ez a transzfer az adott mennyiség dramsii-
riségével jellemezhetd. Ha az A extenziv mennyiség fajlagos (azaz tomegegységre vetitett)

’

értéke a, akkor strtisége nyilvan pa, ahol p a tomegsiiriiség. Aramsirisége ekkor definicié
. (T sz ’
szerint olyan 354) vektor, melynek n irdanyd komponense

iy dA
J4 do, dt

(3.1)

ahol dA A-nak az n normdlvektoru do,, infinitezimdlis feliiletelemen d¢ infinitezimalis 1d6
alatt atadott mennyisége.

Mas extenziv mennyiségekhez hasonléan a tomegnek is lehet arama, vagyis a kozeg
részei egymashoz képest — a merev testek idealizalt esetével ellentétben — elmozdulhat-
nak. Az ilyen deformdlhato kiozegeknek két £6 tipusa van. A rugalmas kézegekben a defor-
macié hatasara az eredeti allapot visszadllitasara torekvo erék ébrednek, mig a képlékeny
kozegek vagy fluidumok nem allnak ellen a deforméaciénak. A tovabbiakban fluidumokkal
foglalkozunk.

o8



Fontos hangsilyozni, hogy a fluidum kifejezés nem a halmazallapotra utal. Fluidumként visel-
kedik minden géz, plazma és folyadék; de hosszantarté eréhatasokkal szemben még a kristalyos
szerkezetil szilard testek is. Ez utébbi jelenség magyarazata az, hogy minden kristdlyban taldlha-
tok kristalyhibdk, diszlokacidk, melyek a racsban a hosszantarté erck hatdsara elmozdulva a tartés
deformaciot lehet6vé teszik. fgy pl. a kézetbolygdk szilard halmazallapoti kopenyében is fellépnek
igen lassu dramldsok. A Fdld esetében ezek az alsé és kozépsd kopenyben — az asztenoszféraban —
zajlo dramlasok sodorjak magukkal a felettiik elhelyezkedo, a fels6 képenyt és a foldkérget magéba
foglald, kevésbé képlékeny litoszférdt alkotd lemezeket.

ARAMLAS ES ARAMOK A v dramldsi sebesség definicié szerint a tomegaramsuriség
és a tomegsiirtiség hanyadosa:

v=i/p (3:2)
Ezek utan barmely extenziv mennyiség darama formélisan két részre bonthaté:

iV =pav+i, (3.3)
ahol j,-t éppen ez az Osszefiiggés definidlja. (3.3) jobb oldaldnak elsé tagja az A éra-
ménak azon része, melyet a mozgé anyag szallit magaval (idegen széval konvektdl vagy
advektal). Az dram ezen részét advektiv aramnak (konvektiv dram, szdllitdsos dram), vagy
makroszkopikus daramnak nevezziikk. Ezzel szemben j, az aramnak az anyag makroszkopi-
kus mozgdsatdl figgetlen része, a konduktiv dram (vezetéses dram), vagy mikroszkopikus
daram. Ez az dram a szomszédos fluidumelemek egyes részecskéinek iitkozése, illetve keve-
redése révén torténd transzfert irja le.

v definicigjabdl kovetkezoleg az 0ssztomegnek természetesen nincs mikroszkopikus ara-
ma. A bels6 energianak viszont van, s ennek meghatarozasahoz az eddig hasznalt egyensi-
lyi termodinamikai leirds nemegyensilyi rendszerekre valé kiterjesztésére van sziikség. A
nemegyensulyi termodinamika az egyensulyihoz képest tovabbi alapfeltevésekre tamaszko-
dik, s a bel6le kapott transzportosszefiiggések szabad paramétereket (transzportegyiittha-
tok) tartalmaznak. Ez a leirds ezért nem teljes: az alapfeltevések (kozelitd) teljesiilésének
igazolasa és a transzportegyiitthatok értékének meghatarozasa csak a kinetikai elmélet
keretében lehetséges. Itt most mégis az egyszeriibb termodinamikai leirasnal maradunk,
és a kinetikai meggondolasokat a minimumra korlatozzuk.

A nemegyenstlyi termodinamika fontos feltevése, hogy a transzportot (az dramokat) a
rendszer adott idobeli dllapota egyértelmiien meghatarozza, mas szoval a rendszer Mar-
kov-féle (nincs memoridja). A rendszer allapotat viszont az intenziv allapotjelzok tér-
beli eloszlasa rogziti (hiszen az allapotegyenlet kiilonb6zé formai megadjék az extenziv
mennyiségeket ezek fiiggvényében). Eszerint az dramsiirtiség adott pontbeli értéke az
intenziv allapotjelzok, mint helyfliggvények funkciondlja. Most az egyszertiség kedvéért
feltessziik, hogy az egyes extenziv allapotjelzok arama csak a hozzajuk tartozd intenziv
mennyiségek eloszlasatol fligg, igy az E belso energiaé a T homérsékleteloszlastol. Tudjuk,
hogy a mikroszkopikus transzport a részecskék titkozésének ill. keveredésének eredménye,
ezért azt varjuk, hogy az adott pontbeli energiadaram csak a pont kb. [, sugari kornyezetén
beliil érzékeny T' eloszlasara, hiszen ennél tavolabbrol csekély valészintiséggel érkezhetnek
részecskék. E kis kornyezeten beliil, 6sszenyomhaté kozeg esetén, az eloszlast Taylor-sor-
fejtésének vezetd tagjaival kozelithetjiik:

T(r) ~T(rg) + (r —ro)VT(ro) (3.4)
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vagyis az két paraméterrel (7' és VT adott pontbeli értéke) leirhatd, igy a funkciondl
fiiggvénnyé egyszertisodik: j, = f(T,VT).

Mivel a fentebb mondottak szerint A < [, a hdmérsékletvaltozas a vizsgalt A méretii
kolesénhaté rendszerek (“szomszédos” fluidumelemek) 1éptékén kicsiny. A fenti j, fiige-
vényt ezért VT szerint hatvanysorba fejtjiilk. A konstans tagnak el kell tiinnie, hiszen
homogén kozegben nincs transzport. Az elsérendii tagot megtartva igy a mikroszkopikus
hoaram:

ig = —xVT = —cpprVT (3.5)

ahol x a hdvezetési egyiitthato, k pedig a hodiffuzivitds.

Mivel E ~ pcpT, k dimenzidja hosszisag-sebesség. Az egytitthatét a rendszer mikrosz-
kopikus szerkezete hatdrozza meg, gaz esetében az egyetlen mikroszkopikusan kitiintetett
hosszusag- és idoskala pedig a részecskék [, szabaduthossza és v, tipikus relativ sebessége.
Tehat pusztan dimenziondlis alapon:

K~ Lo, (3.6)

Nemcsak az energia, de dltaldnos esetben mas extenziv mennyiségek (pl. tébbkompo-
nensti rendszernél a komponensek részecskeszdma) mikroszkopikus dramstiriisége is gyak-
ran a (3.5) jobb oldaldhoz hasonlé tipusi kifejezésekkel irhaté fel. Legaltalanosabb formé-
ban egy ilyen kifejezés egy, csak a kozeg mikroszkopikus szerkezetétol fliggd transzporte-
gyttthato és a makroszkopikus mennyiségek eloszlasat és az esetleges kiils6 kényszereket
jellemzo6 tn. termodinamikai hajtderd szorzata. A fenti érvelés alapjan kimondhaté, hogy
egy adott kolcsonhatas hajtéereje kiils6 kényszerek hianyaban mindig a meg-
felel6 intenziv mennyiség gradiensének ellentettje. Az ilyen transzportot diffuziv
transzportnak is nevezik, az egytitthaté (3.6)-hoz hasonlé dimenziéra hozott alakja pedig
a diffuzivitds.

Mivel, fenti feltevéstinkkel ellentétben, altaldnos esetben egy extenziv mennyiség dramara vala-
mennyi intenziv allapotjelz6 eloszlasa hatassal lehet, igy a transzportegytitthaték altaldban tobb
intenziv mennyiség értékétél figgenek; pl. k = k(P,T). Ugyanigy, az dltaldnos esetben egy extenziv
mennyiség arama nemcsak a neki megfelel6 kolesonhatds, de mas kolesonhatasok hajtoerejével is
aranyos lehet (kereszteffektusok). A most targyalt homogén Gsszetételli esetben ez azt jelenti, hogy
a héaram kifejezésében a hémérséklet mellett elvben a nyomasgradienssel ardanyos tag is felléphetne.
A masodik fotétel alapjan kimutathaté azonban, hogy e tag egytitthatdja sziikkségképpen nulla kell,
hogy legyen (LL VI.49).

A hotranszport mikroszkopikus mechanizmusat tekintve kétféleképpen torténhet. A
részecskék az energiat atadhatjak egymasnak kozvetleniil, titkozések tutjan: ez a sziikebb
értelemben vett hovezetés vagy kondukcio. A mésik lehetGség az, hogy az energia sugdrzds
(tehat foton, vagy esetleg neutring ill. egyéb konnyii részecske) emisszidja és abszorpcidja
révén addédik at a részecskék kozott (radidcid.) A hoterjedési egyiitthaté — és minden
mas transzportegyiitthaté — tehat egy konduktiv és egy radiativ jarulék osszege:

X = Xe T Xr (37)

A sugarzasos atvitel esetét a 6. fejezetben vizsgaljuk majd meg behatébban.

Asztrofizikai plazmakban a radiativ hétranszport gyakran fontosabb a konduktivnal.
Ez a helyzet pl. a normalis csillagok belsejében. A hovezetés elsésorban elfajult égitestek-
ben, tovdbbd igen forré (T' 2 10° K) plazmakban (pl. napkorona, szupernéva-buborékok)
jatszik szerepet.
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AZ OHM-TORVENY ARAMLO FLUIDUMBAN Az elektromos t6ltés, mint extenziv
mennyiség arama az elektromos dram, melyet egyszeriien j-vel jeloliink. A fentiek alapjan

ez nyugvo vezeto fluidumban
j=0oE (3.8)

alakba irhaté (Ohm térvénye), ahol o a vezetéképesség. Az E hajtéerérél kinetikai meg-
gondolasok alapjan konnyen beldthatd, hogy az az egységnyi toltésre haté atlagos erd,
vagyis az elektromos térerdsség.

Valéban: ha az e, toltésli, m, tomegli, n, szamslirliségii t-adik tipusu részecske (ion vagy elekt-
ron) két titkozés kozt varhaté szabad repiilési ideje 7,, akkor ezalatt w, = 1,e,n,E/m, sebességre
gyorsul. Az elektromos aramhoz igy ezek a részecskék j, = e,n,w, = o,E jarulékot adnak, ahol
o, = 1.e2n,/m, a kdzeg mikroszkopikus jellemz6itél fiiggd transzportegyiitthats. A részecsketipu-
sokra szummadzva adédik (3.8).

A toltésekre haté erének véletlenszer(i komponense is van ugyan (a hémozgédsbdl ad6dé v, x B
véletlen Lorentz-erd), de ez szisztematikus irdnyu részecskedramldst nyilvdn nem okoz, s igy az
elektromos aramhoz sem jarul hozza.

Ha a fluidum &aramlik, a benne levo szabad toltésekre haté atlagos er6hoz a Lorentz-
erd is hozzajarul, hiszen atlagsebességiik nem nulla. Az Ohm-torvény aramlé fluidumban

érvényes altalanos alakja tehat
j=oc(E+vxB) (3.9)

Az Ohm-toérvény (3.9) altaldnos alakjdra méas meggondoldssal is eljuthatunk. Ha a Maxwell-
egyenleteket Lorentz-transzformécionak vetjik ald, egyenesen adédik, hogy az egyenletek Lorentz-
kovariancidja (vagyis a vdkuumbeli fénysebesség univerzalis konstans volta, amit a kisérletek mutat-
nak) csak j ilyen kifejezése mellett biztositott. (Ld. MFKE...)

ARAMOK TOBBKOMPONENSU FLUIDUMOKBAN T6bb Gsszetevd esetén a fentiek
analégidjara az egyes komponensek mikroszkopikus dramanak hajtéereje a megfelel6 kémiai poten-
cidl gradiensének ellentettje. Az entrépiamérleg alapjdn azonban kimutathaté (1d. pl. Harmatha
14.3), hogy a fluidumra haté kiils6 er8k esetén a hajtéerd kifejezésében megjelenik a j,m,f,/kgT
tag is, ahol f, az — m, részecsketomegii, i, kémiai potencidli — t-adik komponensre haté, a kiils6
erétér okozta gyorsulds. Igy pl. nehézségi erd esetén f, = g = —VU minden komponensre, ahol g a
nehézségi gyorsulds vektora és U a gravitdciés potencidl. A hajtéers tehdt

_vﬂb + ﬂLmLfL/kBT

A gyakorlatban ji,-t ki szokas fejezni a T" hémérséklet, tovabba az egyes 6sszetevk n, szamsiirtisége
(ill. alternative ¢, tomeghdnyaduk vagy koncentricidjuk, valamint a P nyomds) fliggvényében, igy
a hajtéerd kifejezésében ezek gradiensével aranyos tagok jelennek meg a fenti els6 tag helyett. A
kompozicids és hétranszport kozotti kereszteffektus még elsé kozelitésben sem elhanyagolhatd, igy
a VT-vel ardnyos taghoz ez is hozzgjarul. A kinetikus elméletben kimutathatd, hogy elsé kozelités-
ben az egyes tagok egyiitthat6éi kozott egyszerii Osszefliggés van. fgy végeredményben a difftizios
tomegaramsiirliség kozelits kifejezése (Battaner 1.4.1):

. v(n,T m,f,
J. = _pLDL < "(] T ) - ]fBT) (310)

A diffizids egyiitthaté a (3.6)-tal analég meggondolas alapjan
DL ~ Z*J’U*’i (311)
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Kiils6 erd hidnyaban, allandé hémérséklet esetén (3.10)-b6l
j,=—-mDyVn,=—-pD Ve, — mLDL&Vn (3.12)
n

ahol ¢, = m,n,/p az adott komponens koncentrécidja (témeghdnyada). Nyomokban jelenlevé (n, <
n) ésszetevé (vagy n = const.) esetén a jobb oldal utolsé tagja elhagyhaté. Igy (3.10) ebben az eset-
ben Fick elsd torvényére redukalédik:

j,=—-pD/,Ve, (3.13)

A kompozicids diffizié a hédramot is médositja, melynek dltaldnosabb kifejezése (LL VI.58):

g =Cigj, — cpprVT

A FESZULTSEGTENZOR  Természetesen nemcsak a termodinamikdban szerepet jat-
sz0 extenziv mennyiségek, de barmely més extenziv mennyiség aramarol is van értelme
beszélni egy fluidumban, igy az impulzusérdl is. Mivel az impulzus vektormennyiség, ara-
ma masodrendi tenzor, melynek 77 komponense az ¢ iranyd impulzus j iranyd aramstri-
ségét adja meg. A (3.3) kifejezés mintdjara ez a komponens

pv; — T (3.14)
alakba frhat6. Az impulzus-aramsiirtiség advektiv (makroszkopikus) része tehat vektorje-
161éssel pv o v (o a diadikus szorzat jele).

A mikroszkopikus impulzus-aramsiiriiség ellentettjét konvenciondlisan feszilt-
ségnek nevezziik. A T fesziiltségtenzor két részre bonthato:

T=-P5++ (3.15)

ahol a jobb oldal els§ tagja a fesziiltségtenzor nyugvé folyadékban (v = 0) érvényes
alakja (5 az egységtenzor). Felirdsandl felhasznaltuk, hogy ez a tenzor sziikségképpen
minden koordinatarendszerben izotrop. Ellenkezé esetben ugyanis egy tomegelem j ira-
nyu szomszédjatol ¢ iranyu impulzust kapna, ami szimmetriaokokbdl lehetetlen, hiszen
a részecskék sebességeloszlasa mindkét elemben zérd atlagu. Figyelembe véve, hogy a
fesziiltséget az impulzusaram ellentettjeként definidltuk, P az egységnyi feliileten ido-
egység alatt atadott impulzus, vagyis az egységnyi feliiletre hatd erd, amit nyomédsnak
nevezink. Vildgos, hogy ez a mennyiség megegyezik a kordbban bevezetett, ugyancsak
P-vel jelolt termodinamikai nyoméssal, hiszen dA feliiletelemet ds tton elmozditva, az
“innens6” fluidumelem térfogata dV = dsdA-val no, mig energidaja a végzett munkdval

csokken: dEl = —PdAds = —PdV.

(3.15) jobb oldalanak mésodik tagja, a viszkdzus fesziltségtenzor, a fluidum belsé aram-
lasai miatt a fluidumelemek kozott fellépo impulzusatadast reprezentalja. A fenti transz-
portosszefiiggésekhez hasonldan itt is feltessziik, hogy értékét a rendszer adott idébeli
allapota teljesen meghatarozza, vagyis 7 a sebességeloszlas funcionalja.* A hétranszport-
nal ismertetett gondolatmenetet tovabb kdvetve, A < [ miatt a funkcional linearizalha-
t6, a sebességeloszlds pedig [, < A miatt leirhaté Taylor-sorfejtésének linearis tagjaval:
75 = CiyriOv;.1 A V ov tenzort szimmetrikus és antiszimmetrikus részek D + A &sszegére
bonthatjuk:

Dij = (aﬂ]j -+ (3]111)/2 Aij = (&-vj — ajU,L)/Q (316)

*Az ilyen fluidumok a newton: fluidumok; az asztrofizikdban tilnyomorészt ilyenekkel van dolgonk.

TE jegyzetben az aldbbi rovid jeloléseket hasznaljuk: gTy = 0,y; % = Ovy; C:th’ = diy).
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A komponensei V x v komponenseivel aranyosak, tehat merev rotacié esetén nem tiinnek
el, noha a szomszédos fluidumelemek kozott ilyenkor nincs relativ mozgas, s igy impulzu-
satadas sem lehet. Ezért 7 kifejezése

Tij = CijriDij

hiszen a Cjji A;i; tagnak a fentiek szerint el kell t{innie. D elnevezése: nyirdsi tenzor (mivel
hatasdra a fluidumelemeknek egy — pl. festékkel megjelolt — téglatest alaku egytittese
paralelepipedonnd nyirédik).

A Cjj komponensekbdl 6sszedllé negyedrendil tenzor csak a kozeg (skaldris) lokalis
termodinamikai jellemzoéinek a fiiggvénye, tehat izotrop. A tenzorkalkulusbdl ismeretes,
hogy izotrop negyedrendii tenzor altalanos alakja

@00k + b0ir0j1 + 0k (3.17)

ahol a, b, ¢ skaldrok. (Ld. pl. ...) Cjjp helyébe ezt beirva, és figyelembe véve, hogy Dy, =
Dy, a fliggetlen skalaregyiitthaték szama kettore redukalodik:

Tij = a(sijDkk + (b + C)Dij

Bevezetve a i = (b+¢)/2 és g = a + (b + ¢)/3 jeloléseket, és figyelembe véve, hogy
Dkk = Vv:
Tij = 2u(Dyj — 50,;000k) + 110005 0x (3.18)

vagy vektorjeloléssel:
A 2. A
T =2u[D — §5Vv] + 1poVv (3.19)

A két fiiggetlen paramétert azért éppen ezen a médon definidltuk, mert igy (3.19) jobb
oldalan az els6 tag zérus nyomu, vagyis igy a viszkdzus fesziiltségtenzort egy nulla nyomu
és egy izotrop részre hasitottuk.

p és g a (dinamikai) wviszkozitdsi egyiitthatok. p a nyirdsi viszkozitds vagy nyirévisz-
kozitds; pg a torléddsi viszkozitds vagy torléviszkozitdst Vv = 0 (vagyis inkompresszibilis
dramlds vo. (3.39) aldbb) esetén a (3.19) kifejezés jobb oldaldn a mésodik tag eltiinik,
ami lényeges egyszertisitést jelent. Vv nagy értékeinél (pl. 16késhullamokban) viszont a
torlédasnak fontos szerepe van.

A dinamikai viszkozitasok helyett a gyakorlatban gyakrabban hasznaljuk a veliik

[L=pro g = prp

kapcsolatban allé v, vy kinematikai viszkozitdsokat. Ezek dimenzidja a kordbban megismert
transzportegytitthatokhoz hasonléan sebesség-hosszisag, igy nagysagukra vonatkozdan
megint csak a (3.6) becslés alkalmazhatd, legalabbis a részecskék kozvetlen iitkozésébél
adodo molekuldris viszkozitds esetében. Az impulzusatadast is kozvetitheti ugyanakkor
sugarzas is; az ezzel kapcsolatos radiativ viszkozitdst a 6. fejezetben targyaljuk majd.

IDEALISFLUIDUM Az olyan hipotetikus kozeget, melyben valamennyi transz-
portegyiitthaté — azaz minden mikroszkopikus dram — nulla, idedlis fluidumnak

fEgyéb nevei: térfogati viszkozitds, masodik viszkozités
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nevezziik. Az ilyen fluidumra tehat v = k = D; = 0. Elemei az extenziv allapotjel-
z0k koziil hot és anyagot igy nem cserélhetnek a szomszédos elemekkel; térfogatot viszont
igen (azaz striliségiik valtozhat), hiszen az v fenti definicidjanél fogva nem mikroszkopi-
kus, hanem makroszkopikus aramot jelent. A fluidumelem — a zéré viszkozitas ellenére
— impulzust és kinetikus energiat is valthat szomszédaival, a nyomoderd és annak munka-
végzése révén.

3.2 ALAPEGYENLETEK

ESZKOZTAR A sebesség (3.2) definicija szerint egy fluidumelem df id6 alatti elmoz-
duldsa dx = v dt. Az elmozduldsokat Osszeintegrélva tehdt a v(x,t) sebességmezo ismere-
tében megkaphatjuk egy, a t = 0 idépontban az X helyvektori pontban levo fluidumelem
x helyzetét a t idopontban:

x(X,t) =X+ /Dt v[x(X,7),7]dr (3.20)

Ez — implicit alakban — kolcsonosen egyértelmii osszefiiggést ad meg x és X kozott.
Ennek megfeleléen a fluidum leifrasa soran fliggetlen valtozonak nemcsak az x,t rogzitett
— a tér pontjait azonosité — hely- és id6koordinatakat* tekinthetjiik (Euler-reprezentd-
cid), hanem, ha a célszerliség ugy kivanja, a fluidummal egyiitt mozgd, a fluidumelemeket
azonosité X, t koordinatakat is (Lagrange-reprezentdcid).

A helykoordinatak megvaltoztatasa az explicit idofiiggés alakjat is befolyasolja, igy a
kétféle reprezentacioban a parcidlis idéderivalt értéke eltéré. Mivel a tovabbiakban alta-
laban Euler-reprezentaciot hasznalunk, a parcialis idoderivalas hagyomanyos jelével az
Euler-derivaltra utalunk:
da  Oa
ot ot
Ez tehat a tér egy rogzitett pontjaban méri az a mennyiség valtozasi iitemét, ezért lokalis
deriwadltnak is nevezik. Ezzel szemben a Lagrange-derivalt az Euler-reprezentacié szem-
pontjabdl tkp. az a[x(X, t), t] kdzvetett fliggvény teljes idéderivaltja:

B = (3.21)

X

(3.22)

Ez a derivalt viszont a mozgo6 fluidumelem altal “érzékelt” valtozasi liteme a-nak, ezért
szokasos elnevezése szubsztancidlis derivalt. Minthogy

ox

— = 2
T v, (3.23)

X

a kozvetett derivalas szabdlyat alkalmazva a kétféle idoderivalt osszefiiggése:

’Dta = 0ia +vVa (3.24)

*Itt mindvégig nemrelativisztikus mozgasokat tekintiink, igy az idé a nyugvd és mozgé rendszerben azonos.
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vagy komponensekben':
D,a = 0,a + v;0;a (3.25)

Ha most a egy A extenziv mennyiség fajlagos értékét jeloli, akkor e mennyiség valtozasi
liteme egy véges, rogzitett V térfogatban nyilvan 0, [ pa dV. E valtozashoz hozzajarulhat
az adott mennyiség térfogaton beliili keletkezése/elnyel6dése, tovabbd a térrész hatérold
feliiletén torténo ataramlésa:

at/padV — /QA dv — 7§j<}> dA. (3.26)

ahol Q4 az A forréasstiriisége, dA pedig a feliiletelem (kifelé mutatd) normélvektora. Ez a
mérlegegyenletek integralalakja. Az utolsé tag a Gauss-tétel segitségével [ Vj(AT) dV alakra
hozhaté, az els6 tagban pedig az idéderivélds az integral ald bevihetd (hiszen fiiggetlen
véaltozok szerinti miiveletek felcserélheték). Mivel az integral barmely V' térfogatra telje-
stl, az integrandusra is teljesiilnie kell, amivel (3.26) differenciélis alakjara jutunk:

di(pa) = Qa — V3§, (3.27)

A jf4T) aramstiriiséget (3.3) szerint felbontva, és az advektiv dramot a baloldalra atvive
kapjuk végiil a mérlegegyenletek altalanos standard alakjat:

O(pa) + Vipav) =  Qa — V(ja) (3.28)
—— ~~ ~——
advektiv tag forrastag(ok) diffuziv tag

A bal oldalt még az alabbi alternativ formakban is felirhatjuk:

d(pa) + V(pav)
vagy:  Di(pa) + paVv » =Qa— Vju (3.29)
vagy: pD;a

A hérom alternativ alak koziil a masodik az elséb6l (3.24) alapjan kovetkezik, a harmadik
pedig (3.30) felhasznaldséval lesz megkaphato.

KONTINUITASI EGYENLET A konkrét esetek koziil elséként tekintsiik a tomeg
mérlegegyenletét. Az a valtozo helyébe most a “fajlagos tomeg”, vagyis 1 irando; az Ossz-
tomegnek pedig sem forrasa, sem konduktiv arama nincsen. fgy (3.28) alapjan a tOmeg-
mérleg, vagy mas néven kontinuitdsi eqyenlet

Op+V(pv)=0 (3.30)

Ennek alternativ alakja (3.29) szerint
Dip+pVv =0 (3.31)
illetve komponensjelcléssel:

Op + 0i(pv;) = Dyp + pdsv; = 0 (3.32)

TEbben a fejezetben mindeniitt a szummazasi konvenciét alkalmazzuk, vagyis egy kifejezés egyazon tagjaban t6bb ténye-
z8ben is eléforduld latin betlis indexekre Gsszegezni kell. (A gorog indexekre viszont nem!)
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Bontsuk fel (3.30) mésodik tagjat parcidlis derivalassal, és becsiiljiik meg az egyes
tagok nagysagrendjét:

Op+vVp+pVv =0 (3.33)

~— =\ =

p/To  pv/Hp pv/l

Itt

H, = la|/|Va| az a mennyiség skdlahossza (3.34)
[ = Min {|v;|/|Vvi| }iz1.3 az aramlas jellemz6 1éptéke (3.35)
T, = |a|/|0al a eloszlasanak jellemz6 fejlédési ideje  (3.36)
7 = Min {|v;|/|0yvi| }i=1.3 az aramlas jellemz6 fejlédési ideje (3.37)

a becslésnél pedig az egyes mennyiségek r.m.s. értéke (root mean square, azaz a négyzet-
atlag gyoke, (a?)'/?) értendsd.
Lathatd, hogy ha 7, > [/v, az els6 tag elhanyagolhatd, igy a kontinuitasi egyenlet az
alabbi kozelité alakba irhato:
V(pv) =0 (3.38)

Ez az anelasztikus kozelités. Azért nevezik igy, mert a fluidum stirtisége pontonként allan-
do, nem lehetnek benne rugalmas fluktuaciok. Ebbdl eredden ez a kozelités kizéarja a
hanghullamokat.

Ha ezen tulmenden H, < [, akkor a masodik tag is elhanyagolhaté a harmadik tag
egyes komponensei (pd,v, stb.) mellett, igy az egyenlet tovabb egyszertisodik:

Vv =0 (3.39)

Ez az inkompresszibilis kozelités, az Osszenyomhatatlan fluidum esete (folyadékok, sziléard
testek).

Az asztrofizikaban leggyakrabban gaznemi égitestekkel van dolgunk. Ilyenkor a strt-
ség és a sebesség altalaban hasonld 1éptékeken véltozik, az inkompresszibilitas feltevése
tehat nem jogos. Ugyanakkor, mint a kovetkezo fejezetben latni fogjuk, a fluidumban a
nyomasperturbaciok a ¢, hangsebességgel terjednek, s igy 7, ~ [/c, idéskalan visszaallit-
jdk a termodinamikai véltozok (igy a siirfiség) egyensilyi értékét. Igy (3.33) bal oldalén
az elso és utolsd tag aranya az

M =v/e, (3.40)

Mach-szam lesz. Tehat az anelasztikus kozelités jol haszndlhaté az aramlas leirasara min-
den olyan esetben, ahol a gaz aramlési sebessége a ¢, hangsebességhez képest kicsiny.

Tobbkomponensti fluidumokban, pl. a csillagok anyagdban, a tomegmérleg nemcsak az Ossz-
tomegre, de az egyes OsszetevOkre kiilon-kiilon is felirhaté. Ilyenkor természetesen maéar forras és
diffuziv aram is felléphet. A ¢; koncentraciéju i-edik komponens mérlege tehat:

Opei + V(peiv) = Q; — Vi, (3.41)
Itt a Q; forrds (2.13) alapjan szdmithatd, a diffuziv dram kifejezése pedig (3.12), ahol az f; kiils

er6hoz a sugarnyomas is hozzajarulhat.

A vegyi diffizié kovetkeztében a csillagok fejlédése sordn a nehezebb elemek lassan iilepednek
a burokbol a mag felé. Precizebb csillagfejlédési szamitdsokndl ezt az iilepedést is figyelembe kell
venni, els6sorban a hélium esetében. Az iilepedés kovetkeztében pl. a Nap fotoszférajaban a He
gyakorisidga csupdn 24.6 %, noha a Nap teljes anyagét tekintve ez az érték 27.5 %.
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A sugdrnyomads hatdsa a diffuziéra els6sorban a csillaglégkorben jelentds, fényes, forrd csilla-
gok esetében. Ha a csillag 1égkorében nincs szamottevo turbulens keveredés, a diffizids egyensily
kialakuldsa miatt a fotoszféra vegyi Osszetétele erdsen eltérhet a csillagra dltaldnosan jellemzé Gssze-
tételtol. A legtobb csillag esetében ezt a jelenséget megakadalyozza a — konvektiv vagy rotécids
instabilitdsokbdl eredd — turbulencia. Igy a mikroszkopikus diffizié okozta kémiai anomélis csak
akkor figyelhet6 meg, ha a turbulencidt gatolja az erds gravitacids rétegzédés (fehér torpék) vagy
az erds magneses tér (Ap csillagok), illetve ha a lassi forgds és a burok konvektiv stabilitdsa miatt
hidnyzik a turbulencidt kelt§ mechanizmus (Am csillagok).

MOZGASEGYENLET frjuk fel most az impulzus mérlegegyenletét. Mivel az impul-
zusstrliség pv, a “fajlagos impulzus” egyszertien a v sebesség, tehat e vektormennyiség
komponensei franddk (3.28)-ben a helyébe. Figyelembe véve, hogy az impulzus forrdsa
Newton II. torvénye értelmében a fluidumra kiviilrol haté erd, mikroszkopikus arama
pedig a 3.1. szakaszban targyalt fesziiltségtenzor ellentettje, a kapott egyenlet komponen-

sekben:
pDyv;

O(pvi) + 9j(pvv;) ¢ = pfi — OiP + 0;7y; (3.42)
p@tvi + pvjﬁjvi

ill. vektorjeloléssel:

thV
o(pv) + V(pvov) | _ )
POV + p(VV)V = \pf/ — VP + VT (3.43)
— kiils8 vagy belsé vagy
inercidlis tag térfogati er8k feliileti erék

ahol 7 kifejezését mar ismerjiik (3.19). (Speciédlisan allandé viszkozitdsi, Gsszenyomha-
tatlan folyadék esetén (3.43) utolsd tagja a kiilonosen egyszerti prV2v alakot 6lti.) A
fesziiltségtenzorral kapcsolatos tagokat azért neveztiik “belsé vagy feliileti eroknek”, mert
(3.43)-at (3.26) mintdjara integrélalakra hozva ezek a mozgé fluidumelem felilletére a
szomszéd fluidumelemek részérél hato erot adjak. A “kiilsé er6k” pedig csak a vizsgélt
fluidumelem szempontjabdl kiilsék, eredhetnek a fluidum maés, tavoli részeivel valé (gravi-
tacids, elektromdgneses,...) kolesonhatdsbol is; ezért szerencsésebb Gket a feliileti eréktél
valé megkiilonboztetésiil térfogati er6knek nevezni. Eszerint tehdt (3.43) a mozgé fluidu-
melem gyorsuldsa és a ra haté erdk kozotti kapcsolat kifejezése, a mechanikai mozgése-
gyenlet.}

A kontinuitdsi egyenlethez hasonléan itt is megbecsiilhetjiik az egyes tagok nagysagat:

pOv + p(vV)v = pf — YB + Y; (3.44)
pv/T pv2 /1 P/Hp  pvv/i?

Az egyenletekben az egyes tagok jellemz6 nagysagrendjeinek ardnya az aramlast jellemzo
dimenzidtlan szamokat definidl. Egyikiikkel, a Mach-szammal mar a kontinuitasi egyenlet
kapcsan talalkoztunk. A mozgasegyenlet vonatkozasaban a legfontosabb ilyen szam az
inercialis ill. a viszkozus tag relativ jelentoségét jellemzd Reynolds-szam:

Re =lv/v (3.45)

fEbben a forméjaban Navier-Stokes-egyenletnek is szokds nevezni. Navier és Stokes vivmanya persze nem a Newton Gta
ismert mozgdsegyenlet hasznalata, hanem a fesziiltségtenzor oda behelyettesitett (3.15), (3.19) alakjdnak elsd felirdsa volt.
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Asztrofizikai fluidumokban a Reynolds-szam rendszerint olyan ériasi, hogy azt laboraté-
riumi és szamitdgépes kisérletekben még csak megkozeliteni sem lehet.

Ha az egyenletben az els6 tag mellett csak az i-edik tag (7;) volna jelen, egyenstulyuk
alapjan a rendszer 7; = pv/T; idéskélan fejlédne. A mérlegegyenletek advektiv tagjahoz
ily médon rendelhetd

Tdyn = l/’U (346)

idéskdla a dinamikai idéskdla. A diffuziv tagokhoz viszont [2/diffuzivitas alaku id6skaldk
rendelhetok; a mozgasegyenlet viszkézus tagjahoz konkrétan a

T =1/v (3.47)

viszkozus iddskdla. A (3.45) Reynolds-szdm tehat dgy is felfoghatd, mint a viszkézus ill.
dinamikai idéskalak aranya.

ALLAPOTEGYENLET A mozgésegyenletet komponensenként tekintve, a kontinuita-
si egyenlettel egyiitt eddig 0sszesen négy egyenletiink van. Ezekben azonban a v sebesség
harom Gsszetevije és a p stirliség mellett a P nyomaés is fellép, mint valtozo, igy a prob-
léma lezarasahoz tovabbi egyenletekre van sziikség. A termodinamikai allapotegyenlet
éppen ilyen, a nyoméast megado egyenlet; s ha alakja

P = P(p) (3.48)

vagyis a nyomas csak a striségtdl fiigg, ez le is zarja a problémat. Az ilyen allapotegyen-
letet barotrop dllapotegyenletnek nevezziik.! Gyakran haszndlt specidlis eset a politrop
allapotegyenlet:

P=Kp" (3.49)
melyet differencidlis alakban a

dP P

—=I— (3.50)

dp p

alakban is felirhatunk. Az ilyen allapotegyenletet leir6 I' politrop kitevd helyett gyakran a
vele
F=1+1/n, n,=1/(I—1) (3.51)

kapcsolatban allé politrop index hasznélatos.

Politrop allapotegyenlet hasznédlata az dramlastant jelentésen leegyszertisiti, s emellett
tobb, gyakorlatban fontos esetben igen jé kozelitést jelent. Az 1. fejezetben lattuk, hogy
az elfajult plazma allapotegyenlete barotrop, s ezen beliil a nemrelativisztikus ill. ultra-
relativisztikus hatareset I'y = 5/3 (n, = 3/2) ill. 'y = 4/3 (n, = 3) politropnak felel
meg.

De még a nemelfajult gdzok esetében is gyakran hasznalhaté a politrop dllapotegyen-
let. Ha a dinamikai idéskéla sokkal hosszabb a hoatadast jellemzo termikus idéskélanal, a
homérsékletkiilonbségek az aramlas idéskaldjan mérve szinte azonnal kiegyenlitédnek, igy
a fluidum izotermikus lesz, P  p, vagyis az allapotegyenlet I' = 1 politrop. Az ellenkez6
hataresetben viszont az egyes fluidumelemeknek egyéltalan nem lesz idejiik hot cserélni

§Ellenkezd esetben, vagyis ha a nyomds a hémérséklettdl is fiigg, az allapotegyenlet baroklin. Az elnevezések arra utalnak,
hogy a sfirliség a nyomdssal (Bapo() egylitt véltozik (7pomn) ill. attdl eltér(kAwww).
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kornyezetiikkel, igy dllapotvaltozasuk az aramléds sordn adiabatikus lesz, s a Chandrasek-
har-kitevék (1.19) definiciéja alapjan I' = I'y politrop dllapotegyenletet kapunk. (Emlé-
keztetiink, hogy ideélis gézra I'y = 5/3.)

Ha a fenti két hatareset egyike sem all fenn, a valés megoldas varakozasunk szerint
valahol e két széls6ség kozott lesz, igy a politrop megoldas még ekkor is fontos tampontot
adhat. A pontos megoldas meghatarozasahoz azonban ekkor mar sziikség van a héegyenlet
felirdsara is, hiszen az allapotegyenlet altalanos esetben a hémérsékletet is tartalmazza.

Az altalanos baroklin allapotegyenlet egyszertisitésének egy masik lehetséges modja
az n. Boussinesq-kizelités. Ez abban allY, hogy az allapotegyenlet (1.22) differencidlis
alakjaban a nyomasi tagot elhagyjuk:

dp drl
P Oépd 5]3 T (3 o )

Ez a kozelités folyékony és szilard kozegek esetében mindig jogos, ezekre ugyanis oy < dp.
Idedlis gazra (0p = dr = 1) viszont a Boussinesqg-kozelités nyilvan csak akkor hasznélhatd,
ha az allapotvéltozds sordn a relativ nyomdsvaltozas kicsiny: AP/P < Ap/p ~ AT/T.

A Boussinesq-kozelités gyakorlati alkalmazasai soran azt olykor a © potencidlis homér-
séklettel irjuk fel. Ennek definicidja egy onkényes, '0" indexszel jellemzett referenciadlla-

potra vonatkoztatva:
O =T(Py/P)Vad (3.53)

Itt V.4 az (1.18)-ban definialt adiabatikus kitevé. A definiciébdl kovetkezden adiabatikus
allapotvaltozas soran © nem valtozik, vagyis a potencialis homérséklet az entroé-
pia egy (hémérséklet dimenzidji) mértéke. Azt a hémérsékletet adja meg, amit a
fluidum akkor érne el, ha adiabatikus allapotvéltozassal a Py referencianyomésra hoznank.

S0k szerz8 a Boussinesq-kozelités részének tekinti az llapotegyenlet egyszerfisitése mellett a kontinuitasi egyenlet (3.39)
alaku felirdsét is, vagyis az inkompresszibilitdst. Ez a felfogds kevéssé gyiimolcs6zd, mivel, mint emlitettiik, az asztrofizika-
ban az inkompresszibilités ritkdn alkalmazhaté kozelités; ugyanakkor (3.52)-et a (3.38) anelasztikus kozelitéssel kombindlva
sokkal szélesebb korben alkalmazhaté eredményekhez juthatunk; vo. 4.3. szakasz.
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(3.53) alapjan
dT"  do dP
? = 6 + Vad? (354)
amit a (3.52) Osszefliggésbe helyettesitve a Boussinesq-kozelités gézokban (AP/P <«
AT/T) igy is {rhaté:
dp do
— = —0p— 3.5
p P75 (3.55)

HOEGYENLET Az energiamérleg felirhaté a legkiilonb6zobb energiaforméakra, sot
barmely energiadimenziéji termodinamikai mennyiségre (a termodinamikai potencidlok-
ra). Legegyszeriibb, legkdnnyebben megjegyezhetd, és egyben legszemléletesebb alakja az
entropiaval felirt alak, a hdegyenlet.

Ennek felirasahoz elég felidézniink, hogy idedlis fluidum esetén, ha a fluidumelem-
ben belsé hé nem termelddik, annak allapotvaltozasa a mozgas soran adiabatikus lesz:!
T dS = 0, amibol a hdcsere titeme térfogategységenként pT'D;S = 0. Realis fluidumok,
illetve bels6 energiatermelés esetére ezt altaldnositva, (3.28) mintdjira az entropiamérleg:

pT DtS
To(pS)+TV(pvS) | _ .
— diffuziv tag forrasok
advektiv tag
vagy komponensjeloléssel:
pT DtS
Tou(pS) + TOi(pviS) ¢ = —0ijp; + pen + Q1 + Qu (3.57)

Itt a felirt héforrasok: az ey fajlagos (nukledris) energiatermelés, a () ; ohmikus disszipacié
(Joule-fiités), valamint a @), viszkdzus disszipacié, melyek rendre a kotési, elektromagneses
és kinetikus energia h6vé alakulasat jelentik. (A gravitaciés potencidlis energia kozvetleniil
nem alakul hové.)

A (3.56) héegyenletbél kiindulva most mér kénnyen felirhatjuk az energiamérleg szdmos
tovabbi alternativ alakjat (most mér csak vektoriélis jelléssel, a bal oldal legegyszeriibb
formdjaval). A termodinamika els6 f6tétele alapjan egykomponensii vagy fix Osszetételii
kozegre

D,E =T DS+ P/p*Dyp=TD,S— P/pVv

Ezzel az energiaegyenlet
pDiE = —Vjg — PVV+peny + Qs+ Q, (3.58)

A jobb oldalon megjelent tijabb tag, mely formalisan egy forrastag, a fluidumelem kita-
guldsa sordan végzett térfogati munka.

HEppen erre utal az elnevezés is: kK = D; = 0 folytdn a fluidumelem mintegy “4dthatolhatatlan” (adiabatikus) fallal van
korilvéve a hé- és anyagcsere szempontjabol.
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Az entalpia differencidlja, (1.12), alapjén D;H = T DS + D P/p. Ezzel az entalpiaegyenlet:

pDH — DiP = —Vjg + pen + Qs + Qy (3.59)

Az (1.23) teljes differencidl felhasznéldsaval tovabbd rogton felirhatjuk a héterjedési egyenletet:

0 .
DtT—ﬁDtP:—VJE+peN+QJ+QU (3.60)
P

Megjegyzendd, hogy a (3.52) Boussinesqg-kozelitésben — tehét pl. folyadékok és szildrd kézegek
esetében — a hoterjedési egyenlet lényegesen egyszertisodik, mivel a bal oldal masodik tagja ekkor
elhanyagolhaté. Ha most a diffuziv héaram (3.5) kifejezését hasznaljuk, akkor dllandé hévezetési
egylitthatd esetén, forrasok hidnydban, nyugvé kozeghen a hdvezetési egyenlet legegyszeriibb

8, T = kV?T

alakjahoz jutunk, amit a diffizios egyenlet iskolapéldajaként szokéds emlegetni.

A felirt egyenletalakok koziil mindig a célnak épp legalkalmasabbat hasznalhatjuk.
Benniik a diffuziv héaram kifejezését (3.5) adja meg, a nukledris energiaprodukei6 kiszé-
mitasat a 2.3.—2.4. szakaszban targyaltuk. Az ohmikus disszipdcié képletét alabb, a 3.4.
szakaszban adjuk meg.

A viszkézus disszipacié kiszamitdsdhoz képezziik a kinetikus energia mérlegét a (3.43)
mozgasegyenletet v-vel skalarisan szorozva:

2 _ _ A i _ 4

pDi(v°/2) = pvf — vV P +vV7T &\:f + V(T) + PVv — 7Vv (3.61)

térfogati er8k  feliileti erdk tdguldsi  viszkézus

munkija munkéja munka disszipacié
Magatdl értet6do, hogy a kinetikus energia mérlegében a térfogati és feliileti erck altal
végzett munka forrasként jelenik meg: ez az elem altal az eréterektol, illetve kozelebbi kor-
nyezetébdl kapott kinetikus energia. A tovabbi tagok sziikségképpen a kinetikus és bels6
energia elemen beliili egymésba alakuldsat irjdk le; az egyenletet (3.58)-vel egybevetve

kittinik, hogy a viszkozus disszipaciot az utolso tag irja le, tehat annak kifejezése:

Qv = TVV = 73;0;v; (3.62)

Hogy a bels6 er6k munkdja, jobban mondva teljesitménye valéban a (3.61) jobb oldaldn beve-
zetett tag forméjaban &ll eld, konnyen belathatd. Mivel az erd az idSegység alatti impulzusatadast
jelenti, az impulzusaram-siiriiség pedig a fesziiltségtenzor ellentettje, a dA normalisu feliiletelemre
haté erd —T' dA., aminek teljesitménye —vT dA. Ennek a fluidumdarab teljes hatdrolo feliiletére vett
integrélja a Gauss-tétel szerint atalakithaté: — [ vIdA = — J V(VT) dV, vagyis egységnyi térfo-
gatra vetitve V(VT). Mivel ez igy egy vektortér divergencidja, ez a tag forras helyett mikroszkopikus
kinetikus energiadramként is felfoghaté [v6. (3.28)].

(3.61) a mozgasegyenlet egyszerti kovetkezménye, 1j informaciét nem ad. Ha viszont
hozzdadjuk (3.56)-hoz, az energiaegyenlet jabb alakjat kapjuk, ezittal a “teljes” (kineti-
kus + bels6) energidra, vagyis a részecskék makroszkopikus és mikroszkopikus mozgdsabol
addédo energiaformékra:

pD;(v?/2 + E) = —Vjg — V(Pv) + V(7V) + pfv + peny + Q (3.63)
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Most a héegyenlet vonatkozasdaban is elvégezziik az egyes tagok nagysagrendi Gsszeve-
tését:

pTO, S+ pTvVS =— Vi +pen+Q;+ Q. (3.64)
pTAS/T  pTvAS/l pcpkAT/I12 pvv? [12

ahol Aa-val jeldltiik a tipikus véltozdsat az dramldsi térben. Minthogy (1.14) alapjan
TAS ~ cpAT, az advektiv és diffuziv tag aranyat a

Pe =lv/k (3.65)

Péclet-szam jellemzi, melynek szerepe igy a Reynolds-szaméval analég a hoegyenletben.
Hasonl6an ahhoz, felfoghaté a
T = /K (3.66)

termikus iddskdla és a T4y, = [/v dinamikai idéskala ardnyaként is. A csillagok belsejében
a Péclet-szam fontos paraméter, mely a konvektiv energiatranszport relativ hatékonysagét
jellemzi a sugarzasos és vezetéses energiaatvitellel szemben. Ertéke a Reynolds-szammal
ellentétben nem feltétlentil magas, a nagy radiativ hovezetési egytitthaté miatt.

A Péclet-szam és a Reynolds-szam hanyadosa a
Pr =v/k (3.67)

Prandtl-szam. Mivel k-ban a radiativ hodiffuzivitas domindl, forré csillagaszati plazmakban a Prandtl-
szam gyakran nagyon kicsi. Szilard anyagokban, pl. a foldkopenyben, a hatalmas viszkozitas miatt
Pr — oo. Ugyanakkor laboratériumi koriillmények kozott és szamitégépes szimulaciékban 1 nagy-
sagrendiitél nagyon eltéré Prandtl-szamu aramldsokat vizsgdlni nemigen tudunk.

A fentiek alapjan a viszkozus disszipacioé és a hédiffuzié relativ nagysagrendje
Pr -v?/cpAT

Ha a fenti mésodik tényez6 > 1, akkor egyaltalan nincs sziikségiink a héegyenletre, hiszen ekkor a
kicsiny bels6 energiavédltozds a kinetikus energia (3.61) mérlegét nem képes jelentdsen befolydsol-
ni, abban elhanyagolhaték az utolsé tagok — s kovetkezésképpen v;-vel leosztva a mozgasegyenlet
—V P tagja is. Tehat a gyakorlatban érdekes esetekben a masodik tényez6 < 1. Mivel a Prandtl-szam
igen kicsi (tipikusan 1079), eszerint a viszkézus disszipacié csillagdszati plazméakban praktikusan
mindig elhanyagolhatd.

KULSO EROK Az eddigiekben csak f-fel jeldlt kiilsé er8k a gyakorlatban haromféle
effektusnak koszonhetok:

1. Gravitacié. Ekkor f = g = —VU, ahol g a nehézségi gyorsulas, U a gravitacids
potencial. Ezt az esetet a kovetkezo szakaszban taglaljuk.

2. Lorentz-er6. Mivel a plazma elektromosan semleges, az elektromégneses erck koziil
csak az f = j x B Lorentz-er6 jatszik szerepet. A magnesezhet6 fluidumok aram-
lasainak vizsgdlata a magnetohidrodinamika targyat képezi, melyet a 3.4. és 3.5.
szakaszban ismertetiink.

3. Tehetetlenségi erck 0 szogsebességgel forgd vonatkoztatasi rendszerben.™ Ezek:

**Transzldciésan gyorsuld vonatkoztatdsi rendszerek esete az altaldnos relativitas elve folytan a gravitacié esetével egye-
nértéki.
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— Centrifugdlis er6: f = V(Q%a?/2)

— Coriolis-er6: f = _—2@ XV

~ Buler-eré: f= —Q xr
A gyakorlatban legfontosabb koziiliikk a Coriolis-erd. A forgd fluidumokrol a 3.6. sza-
kaszban esik tobb szé.

ONGRAVITALO RENDSZEREK. VIRIALTETEL A gravitdciés erétér altaldban
éppen a vizsgalt fluidum tavolabbi részeibdl ered, igy a probléma konzisztens kezeléséhez
az allapotegyenlet mellett csatolni kell az azt meghatarozé Poisson-egyenletet is:

V2U = 47Gp (3.68)

Ennek megoldasa, mint ismeretes

P dS /
- G/ |r_ (3.69)

r|

Mint a 3.1. szakaszban lattuk, fluidumként viselkednek a gazok, a folyadékok, de kello-
en hosszu idoskaldkon vizsgalva a szilard anyagok is. Eszerint végsé soron minden égitest
fluidumokbol dllo, véges kiterjedést, ongravitdalo rendszernek tekintheto. Ebbol a fluidum-
mechanika alapegyenleteinek felhasznalasaval igen fontos univerzalis osszefiiggést nyerhe-
tiink, melynek azok részletes szerkezeti felépitésétdl fiiggetleniil minden égitestre teljesiil-
nie kell. Ez az 0sszefliggés az un. viridltétel:

LI=W+2K +2€ (3.70)
ahol
I= /7’2 dm = /rzpdV (3.71)
az égitest tehetetlenségi nyomatéka (dV = d°r);
1 /
W= /pU d*r = ¢ // plx)p(x’) d*r d*r’ (3.72)
2 2 r —r/|

a gravitacios potencialis energidja;
1 2 1 2
K:§/v dmzifvpd\/ (3.73)
a benne zajloé aramlasok teljes kinetikus energidja;
3
- / Pdv (3.74)
pedig a P nyomads fizikai értelmezése (adott irdnyd impulzusdramsiiriiség) alapjén, az
(1.110) Osszefiiggéssel Gsszhangban a teljes bels6 energidnak az égitestet alkot6 részecskék

(nemrelativisztikusnak feltételezett) transzliciés mozgasaval (nem pedig pl. a molekuldk
forgdsaval) asszocidlt része.
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Levezetés: A 3.43 mozgdsegyenlet idedlis fluidumra (v = 0):
pDyv =—VP —pVU (3.75)

Vegyiik ennek r szerinti elsé momentumét (azaz szorozzuk be skaldrisan r-rel, majd integréljuk a
rendszer egész térfogatdra)!

A bal oldal . L.
ri = (1) — (1) = 5() - ()

felhasznaldsaval igy alakul:

1 D?
/r,thvdV 3D /r pdV — /v pdV = 1[ 2K. (3.76)

A jobb oldal elsé tagja a
rVP =V(rP) - PVr

parcidlis derivélassal, és felidézve, hogy Vr = 3:
—/rVPde?./PdV:QS (3.77)

[A V(rP) tag térfogati integrélja a Gauss-tétel szerint feliileti integrélld alakithatd, amely véges
rendszerre a hatart kell§ tavolsdgban felvéve eltiinik.|

Végiil a jobb oldal mésodik tagja:

9 p(r xl(xz x;)
/d3rp(r)xiaxi/ d*r’ // r') Y o

Nyilvanvald, hogy az utolsé alakban z; és x; felcserélésével az integral értéke nem valtozhat, hiszen
mindkét valtozéra integralunk. Ezért a tag tovabb igy is irhaté:

xzxzf 3 3 7 ) 3 3,/ _
(// |r_r,|3 ) a3 dr+// ‘H,P P dr >_
// |r_r,|§ Brddr == // |r_r/‘d3rd3r/:fW/G

Fentieket (3.75) els6 mometuméba befrva adédik (3.70).

A virialtétel nagy gyakorlati jelent6ségét az adja, hogy minden égitestre érvényes, tekin-
tet nélkiil azok belsé szerkezetének részleteire (amir6l az asztrofizikdban gyakran csak
igen korldtozott ismereteink vannak). A tételt leggyakrabban stacionarius allapoti égites-
tekre alkalmazzuk, ahol a bal oldal eltinik. Ha ezenfeliil az égitest sztatikus, azaz benne
nem folynak aramlasok, akkor K = 0 és igy a viridltétel a

(575)

alakra egyszerlisodik. Ez alapjan allithatjuk példdul, hogy minden hidrosztatikai egyen-
stulyban leve égitest belsé energidja nagysdgrendileg megegyezik annak (tomege és mérete
alapjéan konnyen becsiilhetd) gravitaciés potencidlis energidjaval:

E~PV ~GM*/R

fgy pl. a csillagok termikus egyensilyanak kialakulasahoz vagy megsziinéséhez sziikséges
Kelvin—Helmholtz idoskdla



Ugyancsak a (3.78) tételbol kovetkezik, hogy a hidrosztatikai egyenstlyhoz sziikséges belsé
nyoméas nagysagrendileg P ~ GM?/R*. Ez pl. 6rids molekulafelhékre nagysigrendekkel
nagyobb a tényleges nyomasnal, tehat e felhok csak azért maradhatnak fenn, mert benniik
heves turbulens mozgasok zajlanak, s ezek ellensulyozzak a gravitacio tomorité hatésat
(W~K>E).

Torténeti vonatkozdsok:

A tételt elészor Clausius vezette le 1870-ben, pontrendszerekre. Clausius a Y m;v;r; (azaz folytonos
kozegben [ pvrdV) mennyiséget nevezte valamilyen szeszélybdl “viridlnak”. (A kifejezés gyokere a
“hatéerd” jelentésti latin vis sz6.) Mivel fr = 1 (r?2), eszerint (3.70) bal oldaldn a viridl idéderivaltja

all, azaz a tétel a virial valtozasi titemét adja meg.

A wviridltétel dltaldnositasai:
Feladat: Hogyan médosul a virialtétel, ha figyelembe vessziik a fluidum viszkozitasat? Elképzelheto-e
olyan eset, ahol az ebbdl eredé médosulas szamottevo?

Feladat: A (3.138) magnetohidrodinamikai mozgdsegyenlet alapjdn mutassuk meg, hogy ha az égi-
test anyaga kvdzineutralis plazma, akkor a viridltétel alakja (3.70) helyett

LI =W +2K + 26+ Eu (3.80)
ahol
B’ av 3.81
= | — .
M / 210 (3:81)

az égitest magneses terének energiaja.

Feladat: Mutassuk meg, hogy ha az R sugaru égitest véges Py nyoméasu homogén gazba dgyazddik,
akkor a viridltétel alakja (3.70) helyett

LI =W + 2K + 26 — 4nR3P, (3.82)

(Ennek a tagnak a még kédbe dgyazott protocsillagok esetében van jelentésége.)

3.3 HIDROSZTATIKA

HIDROSZTATIKAI EGYENSULY Gravitaciés térben a (3.43) mozgasegyenlet szta-
tikus (v = 0) esetben a

VP = pg=—pVU (3.83)
alakot olti, ahol g a nehézségi gyorsulas és U a gravitaciés potencidl. Ez a hidrosztatikai
egyensuly egyenlete.

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy az U gravitaciés potencial (3.69) altaldnos alakja
egy meglehetosen bonyolult, csak numerikusan kezelheté integral. Ez az integral azon-
ban bizonyos egyszerii geometriak esetén nagyon leegyszertisodik, vagy éppen teljességgel
megkertilhetd. Ilyen eseteket targyalunk ebben a szakaszban.

RETEGZETT KOZEGEK A legegyszertibb eset, ha a g = allandé feltevéssel élhetiink
(3.83)-ban, igy a Poisson-egyenlet megoldasa nem sziikséges. Ez az égitestek vékony kiilsé
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rétegeiben (pl. légkorében) jelent helyileg jé kozelitést. Koordinatarendszeriink z-tenge-
lyét g-vel ellentétesen irdnyitva (“magassig”), g = —ge, (e, a z irdnyu egységvektor), s

a hidrosztatikai egyenlet a
dpP
—_— = 3.84
o= P (3.84)

alakot Olti. Eszerint a valtozok csak a magassagtdl fiiggenek, a kozeg vizszintes iranyban
homogén, vagyis rétegzett. A skélahossz (3.34) definicidja alapjan a nyomds skdlamagas-
saga
P
Hp=— (3.85)
Py
Konstans stiriiség esetén (folyadék vagy szilard test) a hidrosztatikai egyenletbdl nyi-
vanvald, hogy a nyomas a mélységgel linearisan no.

Idedlis gaz esetén (3.85) és az allapotegyenlet alapjin

T
Hp = XL (3.86)
ung

Az (1.71) allapotegyenlet logaritmusanak differenciéljat véve tovabba

1 1 1
oy = Fp + i (3.87)
Izoterm idedlis gaz esetén eszerint (3.84) megoldasa
P/Py = p/po = exp(—z/Hp) (3.88)
Az izoterm atmoszféra csak egyik (I'o = 1) specidlis esete a
P=Kp (3.89)

politrop atmoszférdk csaladjanak. A fenti politrép Osszefiiggés logaritmikus differencialja
alapjan a skdlamagassagok oOsszefiiggése politrop atmoszféraban:

H,=T,Hp (3.90)

Ezt a (3.87) relaciéval Gsszevetve a hémérséklet skalamagassiga idedlis gdzbdl &llé
politrop atmoszféra esetén:
1 Iy

H,=T\H Hr = H, = H 3.91
p o41p T Fo—l p FO—]. P ( )

Feladat: Hogyan valtozik a siirliség a magassdggal izentropikus atmoszférdban (T'g = 5/3)7
Feladat: Hatdrozzuk meg a 1égkor skdlamagassigat a Vénusz, a Fold, a Mars, és a Titan esetében!
Feladat: Az utasszallité repiilégépek kabinnyomaésa ...bar, mivel ez a legalacsonyabb, az ember szé-

méra még konnyen (hegyi betegség nélkiil) elviselhetd légnyomésérték. Ha ez igy van, legfeljebb
milyen magasra érdemes épiteni csillagaszati obszervatériumokat?
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HOMOGEN, ILLETVE IZOTERM GOMBOK  Mint a potencidlelméletbél tudjuk,
gémbszimmetrikus témegeloszlds esetén a gravitacios potencidl (3.69) kifejezése lényege-
sen egyszerusodik:

U(r)=—-GM(r)/r (3.92)

vagyis azt a kézépponttdl r tavolsdgban csak az r sugari gdmbon beliili anyag M (r) 6ssz-
tomege hatarozza meg (Newton tétele; ez egyben pl. az elektrosztatikai Faraday-kalitka
alapelve). Ez a tomeg a p siirliséggel nyilvanval6an az

M(r) = 477/ pr'? dr’ (3.93)
0
vagy differencialva
d
/\;T(T) = 47mr?p (3.94)
kapcsolatban all. A hidrosztatikai egyenlet alakja pedig most
dpP M(r)

— = —pg =pVU = -G
dr

P (3.95)
R sugari, éllandé stirtiségti (folyadékbdl vagy gazbdl 4ll6) gomb belsejében tehat a
hidrosztatikai egyenlet megoldasa:

P = 4nGp*(R* —r%)/3 (3.96)

Az allandé hémérsékletii gaz esetében viszont egy megoldéds, mint visszahelyettesitéssel
konnyen ellendrizheto:
P/Py=p/po= (3.97)
Ez a formalis megoldas, az un. szinguldris izoterm gomb azonban nem lehet fizikai, hiszen
egyfeldl tomege végtelen (integralja r — oo-ben divergdl), masfel6l a centrumban szingu-
laris. Az el6bbi probléma viszonylag konnyen kikiiszobolheto, ha feltesszilk — amint az
minden égitestre igaz is — , hogy a gémb igen ritka, végtelen, homogén kozegbe dgyazodik
(pl. csillagkozi anyag). Igy a gomb sugara véges lesz, felszinén pedig nyomésegyensulyban
lesz a diffiz kozeggel.

Feladat: Adjunk alsé becslést a nyomasra a Nap kozéppontjaban!

Feladat: Hogyan valtozik a sugarral a nehézségi gyorsuldas és a nyomds egy r sugaru vasmaghol
(p1 =) és koriilotte R sugari szilikdtkopenybél (pg =) 4116 bolygd belsejében?

Feladat: Szilikatos kozetek szakitoszilardsaga..., a vasé ... Legalabb milyen atmérdjiinek kell lennitik
a kozet- ill. vasmaggal rendelkez6 aszteroidaknak ahhoz, hogy a nehézségi eré gémb alakuva tegye
oket?

POLITROP GAZGOMBOK

A CSILLAGSZERKEZETI EGYENLETEK [smételjiik itt meg a gombszimmetrikus
tomegeloszlasi égitest sztatikus egyensilyi allapotéra mér felirt (3.94) és (3.95) egyenle-

teket: AP M
oMo

dr 72

(3.98)
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d;:l = 4nr?p (3.99)

Ha az allapotegyenlet — az eddig vizsgalt esetekkel ellentétben — nem baroklin, sziik-
ségiink van a hdegyenletre is. Ebben az L(r) = 4nr?jg folyé luminozitdst bevezetve a
sugdrzdasegyensuly egyenletére jutunk:

dL
3 = 4772 pexa (3.100)
A hédramot a (3.5) diffuziv alakban felvéve:
dT 1 L(r)
D 3.101
dr pepk 4mr? ( )

A fenti (3.98)—(3.101) egyenletek egyiittesen alkotjik a csillagszerkezeti egyenleteket. Ben-
niik az ismeretlen fiiggvények: p, P, T, L(r), M(r); az 6todik egyenlet az dllapotegyenlet,
melyben a gaznyomast és a sugarnyomast egyarant figyelembe vessziik:

R 1
P=—pT+ gaT4 (3.102)
i

A u, en, k anyagi allandok statisztikus fizikai és kinetikai szdamitasokbdl nyerhetok p,
T, és a kémiai Osszetétel fiiggvényében, amint azt az 1.2.-1.3., 2.3. és 6.2. szakaszban
részletezziik. Az eredmények tablazatok ill. félempirikus kozelité formuldak alakjaban a
szakirodalomban hozzaférhetok.

3.4 A HUBBLE-ARAMLAS

NEWTONI KOZMOLOGIA Tekintsiink most egy tovabbi, latszatra megtévesztéen
egyszerli stirliségeloszlast: a végtelen, homogén kozeget. Ha az Univerzum homogén és
izotrop (marpedig nincs okunk azt hinni, hogy ne lenne az), akkor ez akar a Vilagegyetem
nagyléptékii szerkezeti modelljének is felfoghatd.

A newtoni mechanikdban &ltalanosan érvényes (3.68) Poisson-egyenlet (3.69) megol-
dasa alland¢ stirtiség esetén, a Newton-tétel figyelembevételével

ArG
U(r;ro) = —%cﬁ a=|r—r (3.103)
vagyis
4
g(riro) = —=VU = — 7Tng(r — 19) (3.104)

Itt ro formalisan integracios allando; fellépte annak koszonhetd, hogy végtelen homogén
kozeg stirtiségeloszlasa tetszoleges ry helyvektori pont koriil gombszimmetrikus, igy a
Newton-tétel barmely ilyen pont koriil felirhaté. Tévedés lenne tehat azt gondolni, hogy,
mivel a homogén kozegben nincs kitiintetett irdany, a g nehézségi gyorsuldsvektornak szim-
metriaokokbdl el kell tiinnie: valéjaban arrél van szé, hogy g irdnya énmagaban megha-
tarozatlan, csak egy rq referenciapontra (vonatkoztatdsi rendszeriink 6nkényesen felvett
origdjara) vonatkoztatva értelmezhetd.
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g fenti kifejezését a (3.43) mozgdsegyenletbe helyettesitve lathatd, hogy a jobb oldal
egyetlen nemzéro tagja idealis fluidumban a nehézségi erd, hiszen a nyomas a homogén
kozegben allandé. Eszerint tehat a bal oldal nem lehet nulla: D;v # 0. Tehat még ha egy
kezdeti idépontban v = 0 is, ez az allapot nem maradhat fenn, és a fluidum mozgasba
jon.

A homogén fluidumban a sebességnek az ry origdji vontakoztatasi rendszerben szim-
metriaokokbdél mindenképpen csak sugariranyi komponense lehet. Kezdetben nyugvo
kozeg esetén a gravitaciés gyosulds (3.104) szerint a kozeg Osszehuzédasahoz fog vezet-
ni. Ugyanakkor mas kezdeti feltételekkel természetesen tagulé megoldas is elképzelheto;
ekkor a gravitacio a tagulds titemét lassitja (hasonléan a nyugalmi helyzetbdl leejtett, illet-
ve a feldobott, lassulva emelkedd k6 esetéhez). Mar egyszerii newtoni meggondolasokkal
is ki lehet tehat mutatni, hogy az ilyen végtelen, homogén fluidum nem maradhat
tartésan mozdulatlan, sztatikus: 0sszehtizédnia vagy tagulnia kell.

Hubble jél ismert megfigyelései szerint az Univerzumban a tagulas esete valésul
meg. A kontinuitdsi egyenlet szerint a strtiség csak gy maradhat a helytol fiiggetlen, ha
d,v = —0(Inp) = H, ahol H a helytdl fiiggetlen &lland6. Tehat a taguldsi sebesség (az r
helyvektorid pont rg-tél valé tavolodasi sebessége

a=Ha a=|r—r (3.105)

Az ilyen aramléas a Hubble-aramlds, a galaxisok sebességeiben valé megnyilvanulasa pedig
az empirikus Hubble-térvény (Hubble 1925). A H Hubble-féle dllandd értéke a megfigye-
lések szerint

H =71+ 4km/s/Mpc (3.106)

A végtelen homogén kozeg “tagulasanak” természetesen nincsen kozéppontja, illetve a
tér barmely pontja a tagulds kozéppontjanak tekinthet6. A tagulds csupan barmely két
fluidumelem (3.105) szerinti tdvolodasaban, valamint a siiriség — a tér minden pontjaban
azonos iitemli — csokkenésében nyilvanul meg.

A téguléds idébeli alakuldsanak vizsgdlatdhoz irjuk fel egy fluidumelem (3.61) mecha-
nikai energiamérlegét, ami itt a teljes mechanikai energia megmaradasat jelenti (hiszen
a jobboldal egyetlen nemzéré tagja, pvf a potencidlis és kinetikus energia egymasba ala-
kuldsat képviseli). Az origénk koriili a sugari gémb peremén fekvd, egységnyi tomegii
fluidumelem Gsszes, a gomb kozéppontjara vonatkoztatott mechanikai energidja tehat —
a ¢ fénysebességhez kapcsolt onkényes egységekben kifejezve — egy E = —kc?/2 dllandé:

1., 4G ?
—g2o 17 = —k— 3.107
54— —gpa 5 (3.107)

amit atrendezve a Friedmann-egyenlethez jutunk:
81G a\> c?

—0p=|- k— 3.108
3 7 (a) i a? ( )
Mivel k& # 0 esetén, a megfelel§ vélasztasaval |k| = 1 mindig biztosithato, elegendd

a k = 0,£1 esetek vizsgdlata. A Hubble-aramldsban barmely két fluidumelem tavol-
saga minden idépontban aranyos két, onkényesen kivalasztott és rogzitett fluidumelem
a tavolsagaval, tehat valoban elegendé a egy onkényesen megvalasztott kezdeti értékét
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vizsgalni. Az egyenleteinkben fliggd valtozoként felléps a-t ezért skdlafaktornak szokas
nevezni. (Masik elnevezése az Univerzum sugara.)

Mivel a tomeg a tagulas soran megmarad,
pa’ = poai = const. (3.109)

(Itt po és ag tetszoleges t = ty idépontban — pl. ma — érvényes referenciaértékek.) Ezt
(3.108)-ba helyettesitve a megoldds k = 0 esetén

a=Ct*"3  C=(6rGpy) ag (3.110)

Eszerint a értéke a t = 0 idopontban, vagyis véges ¢, idovel ezel6tt, nulla volt, s ugyanek-
kor a siirtiség végtelen volt: ez az Osrobbands.

a(?)

14. abra: A skalafaktor idéfiiggése kiillonb6z6 k értékek esetén

Nemzéré Osszenergia (k # 0) esetén a tagulas, k elGjelétél fiiggden, értelemszeriien gyor-
sabb vagy lassabb a fenti megoldasnal. A megolddsgorbék alakja a tomegpont gravitacios
terében végzett fiiggéleges hajitas elemi esetéhez hasonlé (14. dbra), s a k elGjele szerinti
hérom eset a centrélis er6térben valé mozgas hdrom alapesetének (elliptikus, parabolikus,
hiperbolikus) felel meg. k = +1 negativ 0sszes mechanikai energiat jelent, tehat ilyenkor
a kiszemelt gémb (s igy az Univerzum) tdguldsa nem folytatédhat a végtelenségig: egy
maximalis sugdr elérése utén a tadguldsnak vissza kell fordulnia (oszcillatorikus modell).

A (3.108) egyenlet alapjan k = 0 esetén

31 (7.0+£2.5)-107* g/cm? (3.111)
=p.=—— = (7. 5) - cm®. .
pP=p e g
mig k = +1 esetén a siirtiség ennél nagyobb, k = —1 esetén kisebb. Az észlelések szerint

a Vildgegyetemben a tomegstliriiség joval a p. kritikus slirtiség alatt marad; ugyanakkor a
tagulasi idobeli alakuldasa — amely a fény véges terjedési sebességét kihasznalva, nagyon
tavoli objektumok mozgasanak megfigyelésével kozvetlentl is vizsgalhaté — inkabb a
kritikus £ = 0 esethez &ll kozel. Ezt a latszélagos ellentmondést csak a relativisztikus
kozmologia oldja fel.
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Eredményeink leszarmaztatasahoz csak olyan fizikai ismereteket hasznéltunk, melyek a 17.-18.
szédzad forduldjan mar kozkézen forogtak. Eszerint tehat méar akar maga Newton is felvdzolhatta
volna a 20. szdzadi kozmoldgia alapvonalait — csupan az empirikus megkotések nem alltak rendel-
kezésre a modernebb észlelési technikak megjelenéséig.

Feladat:

Ha a tagulé Univerzum egy galaxisaban él6 megfigyel6 szamara a fizika inerciarendszerbeli torvé-
nyei érvényesek, a homogenitas miatt ennek egy tavoli masik galaxisban is igy kell lennie. Hogyan
egyeztethetd ez Ossze azzal, hogy a két galaxis a Hubble-dramlasban egymashoz képest gyorsuld
mozgast végez?

RELATIVISZTIKUS KOZMOLOGIA A relativitaselmélet szerint a tomeg csupéan az
energia egyik forméaja; energiadimenziéji alakja az mc? nyugalmi energia. A gravitdcids tér
forrdsa azonban nemcsak a nyugalmi, hanem a teljes energia. Nemrelativisztikus részecs-
kék esetében ez nem jelent nagy kiilonbséget, hiszen ezek egyéb energiaformai elenyészok
a nyugalmi energidhoz képest. Az Univerzumban azonban relativisztikus részecskék is
vannak (fotonok, neutrindk,...). A tdgulds lefrdsdban ez két médositdshoz vezet.

Egyrészt a (3.112) Friedman-egyenletbe p helyett ur/c® frandd, ahol ur a teljes ener-

giaslriiség:
8rG a\?
= |- k— 3.112

3c2 T (a) - a? ( )
Masfeldl a teljes energiastirtiségre (3.109) nem alkalmazhaté; ehelyett csatolnunk kell a
fluidummechanikai energiaegyenletet is. Mivel az Univerzum egésze kiviilrél nem vehet fel
hot és forrdsok sincsenek®, a tdgulds (3.56) ill. (3.58) szerint adiabatikus lesz:

Ennek integralalakjat V = a® nagysagt fluidumdarabra felirva E = ura®, igy

d d
&(uTa?’) + Paa‘?’ = 0. (3.114)

(3.112) és (3.114) a standard kozmoldgia alapegyenletei.

A (3.112) és (3.114) egyenletek voltaképpen az altaldnos relativitdselmélet alapegyenleteinek, az

1 &G
Ry — §gikRjj = CTTz'k — Agik. (3.115)

Finstein-egyenleteknek homogén és izotrop esetre felirt specialis esetei. Itt a g;p metrikus tenzor és
az R;j, gorbileti tenzor a négydimenzios téridé-kontinuum geometridjat jellemzik, T;, az anyag ener-
gia-impulzus tenzora, A pedig az un. kozmoldgiai konstans, mely az Einstein-egyenletek varidcids
elvbél valo leszarmaztatasandl integracios allandéként jelenik meg. Ezen altaldnosabb leszarmazta-
tds 16 hozadéka, hogy a k # 0 esetekben a valéban a gorbiilt térid6kontinuum gorbiileti sugaraval
aranyos; tovabba, hogy k = +1 a Bolyai-geometridval jellemzett zart térnek, £ = —1 pedi a Rie-
mann-geometridju nyilt térnek felel meg.

Mivel wjabb véltozoként P is fellépett, az egyenletek lezarasahoz sziikség van az Uni-
verzumot kitolté anyag P(ur) allapotegyenletére is. A kozmoldgiai dllapotegyenlet alakja

*A csillagokban folyé magreakciék nyugalmi energidt alakitanak elektromdgneses sugarzasi energiavd, igy a teljes urp
energiastiriséget nem médositjik.
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(1.113) és (1.114) szerint

Allapotegyenlet k = 0 megoldés
L. . _ _ 2/3
Nemrelativisztikus fluidumra: P=0 a ot (3.116)
Ultrarelativisztikus fluidumra: P = % U a o t1/2
Vékuumra: P=—ur a o e

Az Univerzum észlelheté anyagdban ma a barionos anyag (nukleonok, elektronok)
domindl, mely tilnyomoéan nemrelativisztikus. Az Univerzumot kitolté anyag gravitacids
csomosodasara vonatkozé modellek és az észlelések egybevetése azt mutatja, hogy még
a csak kozvetetten, gravitaciés hatasa alapjan kimutathaté sotét anyag is valészintileg
zommel eddig felfedezetlen, nemrelativisztikus részecskékbdl all (dn. hideg s6tét anyag,
CDM). Ezért ha csak ezeket az anyagformakat vessziik figyelembe jelenleg P = 0 kitiin6
kozelitést jelent. Ez esetben (3.114) a vdrakozdsnak megfeleléen (3.109)-ra redukélédik,
fgy a k = 0 esetben (Einstein-de Sitter modell) a fenti a o t?/3 jellegli megoldést kapjuk
vissza.

Az ultrarelativisztikus 6sszetevikre viszont (3.114) szerint (3.109)-tel ellentétben ur o
a~*. Ez konnyen megérthetd, hiszen pl. a kozmoszt kit6lté mikrohulldmi hattérsugarzés
fotonjainak hulldmhossza a térrel egyiitt tdgul, igy energidjuk a=! szerint csokken. A foto-
nok energiastirtisége tehat meredekebben (a=* szerint) csékken, mint a nemrelativisztikus
részecskéké (a3 szerint). Eszerint egy bizonyos idSpont el6tt az energiasfirfiség zomét
a relativisztikus anyag (sugarzas) adta. Ez az idOpont korszakunk, a galaziskor kezdete;
elotte a kozmoldgiai dllapotegyenletet helyesebb P = %uT alakban kozeliteni. (Természe-
tesen a két alak kozott az atmenet valéjaban folytonos volt.) A (3.112) egyenlet megoldédsa
ez esetben a o t'/2, vagyis a modell igy is §srobbandshoz vezet.

Egészen mas jellegli megoldast kapunk akkor, ha a kozeg teljes energiastirtiségében a
vakuum jaruléka dominal. Mint konnyen ellenérizhetd, a megoldés ekkor a o< exp t alaki.

Mint mar az 1.5. szakaszban lattuk, a vakuum energiastirisége a tagulds soran a tobbi
anyagformééval ellentétben az idében nem valtozik, Ezek szerint barmilyen kicsiny véges
vakuum-energiastiriiség elébb-utobb dominanssa valik. A tagulas idofiiggésére vonatkozd
legtijabb észlelési megkotések alapjan az utébbi években deriilt ra fény, hogy a vakuum
energiastiriisége, az un. “sotét energia” éppen a mi korunkban kezd ismét jelentdssé val-
ni. Ezek szerint a kozmoldgiai allapotegyenletben a nyoméas ma egy nemrelativisztikus
gaznyomads és a vakuum nyomésanak Osszege.

Mint az (3.112) és (3.115) egybevetésével rogton ldthats, a vdkuum u, nemzérd energiastiriisége
ekvivalens az Einstein-egyenletekben fellépé kozmoldgiai konstans nemzérd értékével. A kapcsolat:

A = 87Gu, /c* (3.117)

E tag megfigyelhet6 fizikai kovetkezményeit illetéen fontos kovetkeztetésre jutunk (5.2) deriva-

lasaval, és (5.3)-at felhasznélva:

i = —?(u+3p)a. (3.118)
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Mivel a vakuumra v = — P = konstans, a pedig barmely két régzitett pont tavolsdga, a A-tag egy,
a tavolsaggal linedrisan novekvd (A eldjelétdl fliggden vonzé vagy taszitd) erének felel meg.
Ezért a tag csak nagy léptékeken jelentOs, innen szarmaszik elnevezése: kozmoldgiai konstans.

A p. kritikus stiriiség kiemelked6 jelentOsége miatt a kozmolégidban az Univerzum
energiasfirtiségéhez adott kiilonféle jarulékokat dimenziétlan forméban az Q = u/p.c?
mennyiséggel szokas jellemezni. A mai adatok szerint az Univerzum teljes (2 értéke igen
kozel all az egységhez, igy k értéke empirikusan eldonthetetlen. Az energiasiriiséghez a

kiilonbo6z6 anyagformak jaruléka:

Sotét energia Q, =0.73
Hideg sotét anyag (CDM) Qepn = 0.22
Barionos anyag 973 = 0.045
ebbdl az észlelt Q, = 0.003
Neutrindk Q, =10
Fotonok Qovp = 1077

Az Osrobbanés 13.740.2 millidrd éve tortént, s mivel a vakuum energiastirtisége egyre
nagyobb hanyadat képviseli az egésznek, a tagulas egyre gyorsulva varhatéan mindorokké

folytatodni fog.

Feladat:

Az egyes kozmologusok altal ad hoc bevezetett, kvintesszencidnak elnevezett kvantumtér allapo-
tegyenlete P = wu, ahol w # —1. Hatarozzuk meg a skalafaktor id6fiiggését kvintesszencia-dominalt
Univerzumban!

INFLACIO A vakuum-dominalt Univerzumra kapott a oc e! jellegii megoldds hihetetleniil gyors,
exponencialis tdguldst, az Univerzum “inflacidjat” (felfivédéasat) jelenti. Az tn. infldcids kozmo-
l6gia elmélete éppen azt teszi fel, hogy az Osrobbanést kovets igen korai idOszakban, valamikor
t = 107325 el6tt a vakuum energiasiiriisége sokkal nagyobb volt, mint ma, s az energiasfir{iség
tilnyomé részét ez adta. fgy e szakaszban az Univerzum hirtelen hihetetlen mértékben felfivo-
dik (10%°-10%°-0s faktorral né): ez volna az Univerzum infléciés fazisa. Késébb pedig a vikuum e
magasabb energidja allapotdbdl egy “aszimmetrikus”, sokkal alacsonyabb energiaju allapotba bil-
lent 4t, igy a tovdbbiakban a standard modell szerint (relativisztikus, majd nem relativisztikus
allapotegyenlettel) fejlddott tovabb.

Mivel a vakuum energiasiiriisége a tagulds sordn a tobbi anyagformaéval ellentétben az idében
nem valtozik, elég korai id6kben, az inflicié el6tt a tobbi anyagforma energiasiirlisége tetszole-
gesen nagy vakuum-energiasiriségnél is nagyobb lehetett, igy az exponencidlis jellegii megoldds
csak véges idSintervallumban volt jellemz6. Az Osrobbands tehét a fenti egyenletekbol az inflacids
kozmologia mellett is elkeriilhetetleniil kovetkezik.

Az inflaciés modellt eredetileg a klasszikus kozmoldgia kovetkezo két problémajanak megolda-

sara javasoltak:

— A horizontprobléma. A horizont az a feliilet, amelyrdl az Osrobbanés pillanatédban elindult
fénysugdr most ér(ne) a megfigyel6hoz. A klasszikus modellben a horizont tdguldsa gyorsabb,
mint a rajta fekvo anyagé, ezért a horizont altal felolelt térrész monoton né: a jelenleg belépd
tartomanyok tehat azelétt semmilyen médon nem lehettek kauzalis kapcsolatban egymassal.
fgy viszont az Univerzum homogenitasa csak gy magyarazhatd, ha a kezdeti feltételek eleve
biztositottdk az egymassal oksagi kapcsolatban nem all6 tartomanyokban az azonos viszonyo-
kat.

Az utébbi években a kozmikus mikrohulldmud hattérsugérzas (CMB) anizotrépidjara vonat-
kozé észlelési adatokbdl kidertilt, hogy a CMB emisszidja idején a horizontnal jéval nagyobb
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méretli fluktuacidk homérséklete és polarizacidja kozott szignifikans antikorreldcié mutatkozik.
Ez az ilyen 1éptékil tartomanyok elézetes kauzélis kapcsolata nélkiill még a homogenitasnal is
nehezebben volna megmagyarazhato.

— A lapossag problémdija. Az (5.2)—(5.3) egyenletek alapjdn ki lehet mutatni, hogy a klasszi-
kus modellben |2 — 1| monoton né. Miutdn €2 ma is 1 nagysdgrendii (az Univerzum viszonylag
lapos), korédbbi korokban 2-nak nagyon pontosan meg kellett kozelitenie az Q = 1 értéket. Pl.
at=10"%"s Planck-idénél 2 10750 pontossaggal kiilonbozott csak egytél!

— A barionkeltés problémaja. Az Univerzumban a fotonok szdma ma kb. 10°-szer megha-
ladja a barionokét. Masrészt (?7) értelmében a sugdrzdsi korban (P = u/3) az energiastiriiség
u o a~*, vagyis a fotonok szdma az Univerzum sugéarzési korszakaban sem véltozott. fgy a
mai fotonok mindenike egy-egy, a leptonkor végén részecske-antirészecske annihildcié soran
létrejott fotonnak feleltethetd meg. A péarkeltési és annihildcids folyamatok egyenstlya esetén
pedig, azaz a lepton-, hadron- és kvarkkorban a fotonok és az mc? > kT részecskefajtdk szdma
nagyjabdl megegyezik, amibdl az a kovetkeztetés adédik, hogy pl. a kvarkkorszakban a kvar-
kok teljes szama 10°-szerese volt a kvark/antikvark kiilénbségnek. Honnan ered ez a rendkiviil
kicsiny tobblet?

Hogyan oldja fel az infldcié e nehézségeket? Az inflacié idején a horizont sugara kb. dllandd, raj-
ta az anyag kifelé aramlik, ezért igy a jelenleg kauzdlisan még nem kapcsolt régidk az inflacié elétt
mar egyszer kapcsolatban allhattak egymassal, és a horizontprobléma nem meriil fel. Az inflacids
korszakban pedig, mint egyenleteinkbol kimutathaté, Q2 1-hez tart, igy az Univerzum észlelt lapos-
sdga is megmagyarazhato. Sot: az inflacié 2 értékét olyan hatékonyan kozeliti 1-hez, hogy az még
ma is rendkiviil kozel kell alljon az egységhez. Es valéban: az utébbi évek megfigyelési adatainak
Osszesitésével kapott, fent felsorolt © értékek Osszege a kis (kb. 1-2 %-nyi) hibahatdron beliil éppen
1! Ez igen erds érv az inflacids modell helyessége mellett.

A bariontobblet értelmezése az erds és elektrogyenge kolcsonhatasokat egyesitd Un. nagy egyesi-
tett elméletek alapjan lehetséges, ha a kisérleti bizonyitékok hidnya ellenére elfogadjuk ezen elmé-
leteknek a barionszém-megmaradés sériilésére vonatkozé joslatait. A kvark/antikvark mennyiségi
szimmetria sériilését az inflacié nagysagrendekkel fokozhatja.

Az inflacié vonzéan egyszerli képet fest a galaxisok képzOdéséhez vezetd stirliségfluktudciok
korai spektrumardl is. Az Univerzum hatalmas felfivdddsa miatt az inflacié kezdetén minden érde-
kes mai struktira mérete a horizont inflacié elétti és utani sugara kozé esett, vagyis ezek valamikor
az inflacié alatt “nétték ki” a horizontot. A horizonton tilnéve kiilonb6z6 részeik mar nem voltak
kauzalisan kapcsoltak, igy amplitiudéjuk koherensen nem valtozhatott, hanem “befagyott” egészen
addig, mig sokkal késObb, a sugarzasi korban, ismét utol nem érte Oket a horizont. Tehat a fluktu-
acidk eredeti amplitiidéjat a horizonton valéd tullépésiikkor meglevé amplitidéjuk hatérozta meg.
Viszont a horizont méretének véltozatlansaga és az inflacié exponencialis jellege folytan ez az amp-
litadé is id6fiiggetlen kellett legyen (exponencidlis id6fiiggésnél az idéskala nullpontja énkényes) —
vagyis az eredeti fluktudciéspektrum skdlafiiggetlen volt, azaz egy & = ((p'/p)?)*/? = a™ hatvény-
fiiggvény (Zeldovics-spektrum). A kozmikus mikrohulldmi hattérsugérzas (CMB) anizotrdpidjara
vonatkozé legtijabb észlelési adatok szerint a CMB emissziéja idején a stirtiségfluktudciok spektra-
lindexe valéban nagy pontossaggal dllandé (n = 1).

A magas korai vikuum-energiastiriiséget eredetileg az elektrogyenge elméletben fellépé tn. Higgs-
térnek tulajdonitottak, utébb azonban kideriilt, hogy e tér tulajdonsiagai nem teljesitik az infldcids
modell miikédoképességéhez sziikséges feltételeket. Manapsag ezért az inflaciét egyszeriien egy nem
specifikalt kvantumtér szamlajara irjak. A fenti tipusu allapotegyenlethez és igy exponencialis tagu-
lashoz vezethet pl. még korabbi idékben a valamennyi kolcsonhatast egyesiteni prébalé szuperhir-
elméletekben az eredetileg tizdimenzids téridé-kontinuum hat térdimenzidjanak kompaktifikaciéja
is.
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3.5 A MAGNETOHIDRODINAMIKA (MHD) ALAPJAI

INDUKCIOS EGYENLET Az Univerzum barionos anyaganak nagy részét részben
vagy egészen ionizalt gaz, plazma alkotja. Az ilyen vezet6 fluidum aramlésara az elektro-
mos és magneses erok is hatassal vannak, ezért a fluidummechanika egyenleteihez csatol-
nunk kell a Maxwell-egyenleteket is.

A vezetdé fluidumok targyaldsat 1ényegesen leegyszertisiti két, igen széles korben alkal-
mazhaté feltevés, melyek egyiittesen magnetohidrodinamikai kézelités néven ismertek:

(1) A fluidum kvdzineutrdlis, azaz a benne talalhaté szabad pozitiv és negativ toltések
barmely makroszkopikusan kicsiny részében kiegyenlitik egymast, igy a makroszkopi-
kus t6ltéssiirtiség p. = 0. Ennek folytan a negyedik Maxwell-egyenlet VE = p. /ey = 0
alakra egyszertisodik

(2) A mozgas nemrelativisztikus, igy az elsé6 Maxwell-egyenlet utolsé tagja, az C%%—f elto-
16dési aram elhanyagolhat6. (Val6ban, az egyenlet bal oldala V x B ~ B/l alakban
becstilhetd, ahol [ az dramlas jellemzd 1éptéke: eszerint /7 < ¢ esetén az eltol6dasi
aram kicsiny a bal oldalhoz képest.)

A Maxwell-egyenletek tehat az MHD kozelitésben igy néznek ki:

V x B = ] (3.119)
VxE=-§B (3.120)
VB =0 (3.121)
VE =0 (3.122)

Ezeket még kiegészitjiik az Ohm-torvény mozgo kézegekben érvényes (3.9) alakjaval:
j=oc(E+v xB) (3.123)

A (3.123) és (3.119) egyenleteket felhasznalva a (3.120) indukcios egyenlet B-re vonat-
koz6 autonom evolicios egyenletté alakul, melyet a magnetohidrodinamika els6é alape-
gyenletének is neveznek:

0B=Vx(vxB)—V x (nV xB) (3.124)
advektiv vagy diffuziv tag
indukciés tag

Itt n = 1/oup az Gn. turbulens mdgneses diffuzivitds, mely tehat az 1/o rezisztivitds-
sal ardnyos. Valéban: n = const. esetén az utolsé tag a V x (V x u) = V(Vu) — VZu
azonossag felhasznaldsaval +nV?2B alakot olt, fgy sztatikus (v = 0) homogén kézegben
az indukcios egyenlet a méagneses térre vonatkozoé diffizids egyenletbe megy &at, ahol 7
jatssza a diffuzivitds szerepét.

Ha a plazma vezetoképessége végtelen, akkor n = 0: ilyenkor idedlis MHD-r6l beszé-
link. Az n # 0 eset a rezisztiv MHD. Ideélis plazméban (3.124) szerint a magneses tér
csupan a fluidum dramldsa kovetkeztében véltozik: (3.124) jobb oldaldnak els6 tagja tehét
valéban az advektiv tag.
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A 3.2. szakaszban targyaltakhoz hasonldéan az indukcids egyenletre is elvégezheto az
egyes tagok nagysagrendi becslése:

@:VX(VXB)—VX(UVXB) (3.125)
B/T vB/l nB/I2

A jobboldal egyes tagjaihoz tartozo jellemzé id6skélédk: a mar ismert [ /v advektiv vagy
dinamikai idéskala, ill. a
T, =1*/n (3.126)

rezisztiv iddskdla. A jobb oldal két tagja (illetve a megfelel6 id6skaldk) ardnyat jellemz6
dimenziotlan szam itt a

Re, =lv/n (3.127)

magneses Reynolds-szam. Egy mésik gyakran el6fordulé dimenzidtlan szdm viszont a
(3.126) rezisztiv és a (3.47) viszkozus id6skalédk ardnya, a

Pr, = Re, /Re =v/n (3.128)

mdgneses Prandtl-szam.

A BEFAGYAS TETELE A (3.124) indukciés egyenletet az ideédlis MHD esetben az
(IT1.7) vektorszamitasi azonossag segitségével igy irhatjuk:

8B = (BV)v +v(VB) — (vV)B — B(Vv) (3.129)

A jobb oldal mésodik tagja (3.121) szerint eltiinik, igy a Lagrange-derivélt (3.25) kifeje-
zését felhasznalva
D,B = (BV)v — B(Vv) (3.130)

A vektorokat a magneses térrel parhuzamos és meroleges Osszetevékre bontva az egyenlet
parhuzamos komponense (B = B)

DtB = Ba”i}” — BVv = _BVJ_VJ_ (3.131)

Tekintstink most egy infinitezimalis, hasab alakd fluidumelemet, melynek tengelye a
magneses térrel parhuzamos, magassaga dl, alapteriilete dA; tomege tehat dm = pdAdl.
Vezessiik be a

vonalmenti striiséget, mely tehat tomeg/hosszusag (kg/m) dimenzi6ji. A haromdimenziés

stirtiség (3.31)
Dip = —pVv (3.133)

kontinuitasi egyenletével analog modon a p; egydimenzids stirliség nyilvan a
Dtﬂl = —prH?}” (3.134)

kontinuitési egyenletnek tesz eleget. Az utébbi két egyenletbol parcidlis derivalassal

D, (?) = (’;) (Vv — ) = (’Z) V.o, (3.135)
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A (3.131) és (3.135) egyenletek alapjan viszont parcialis derivalassal azonnal kovetke-
zik, hogy a fluidumelemiinkoén dthaladé d® = BdA = Bp;/p magneses fluxus allandé:
D, d® = 0. Ez az 6sszefliggés véges fluidumdarabra is integralhato:

D,® =0 (3.136)

vagyis idedlis fluidumban a fluidumelemek mozgasa soran a rajtuk athalado
magneses fluxus (tehat az 6ket metszé er6vonalak mennyisége) nem valtozik. Az erd-
vonalak tehdt “be vannak fagyva” a mozg6 plazmaba.

Felmeriilhet a kérdés, vajon a fluxus dllanddsaga feltétleniil azt jelenti-e, hogy a mozgd fluidume-
lemen mindig ugyanazok az er6vonalak haladnak at? Vegyiik észre, hogy ez a kérdés értelmetlen:
a magneses térben definialhaté végtelen sok erévonal koziil egyet azonositani, “megjelolni” éppen
csak a rajta talalhaté anyag segitségével lehet.

MAGNESES EROK  Vezeté fluidum esetén a (3.43) mozgésegyenletben fellépd pf kiil-
sO er6 elektromagneses eroket is tartalmaz. Egyetlen ¢ toltésre ez az elektrosztatikus és a
Lorentz-er6 osszege, ¢E + qv x B. A plazma térfogategységére igy

pf:ZniqiEJaniqivixBEpeE+j><B:j><B (3.137)

er0 hat, hiszen a magnetohidrodinamika egyik alapfeltevése szerint a kozeg kvazineutralis.
A j x B Lorentz-er6vel kiegészitett mozgasegyenletet szoktak olykor “a magnetohidrodi-
namika masodik alapegyenletének” nevezni:

pDyv =—-VP+jxB+pg+ V7 (3.138)

A Lorentz-er6 két tagra bonthato:

B2
jxB \://(VXB) x B/ g = —Vz—uo—i—V(BoB/uo) (3.139)
(3.119) (TI1.10), (3.121)
A jobb oldal els6 tagja alakilag (3.43) nyomdsgradiens tagjdhoz hasonlit, ezért B?/2uq
neve: mdgneses nyomds. Latjuk, hogy a magneses nyomadas szamszerlien megegyezik a
magneses tér energiastirtiségével. Ez érthetd, hiszen a méagnesezett plazma Osszenyoma-
sakor a befagyas miatt a méagneses teret is Ossze kell nyomnunk: ezt a tobbletmunkéat

végezzilkk a méagneses nyomas ellenében.

A (3.139) egyenlet utolsé tagja viszont (3.43) utols6 tagjaval, a viszkdzus fesziiltségten-
zor divergencidjaval analdg, ezért BoB/uo-t mdgneses (vagy Mazwell-) fesziiltségtenzornak
nevezziik.

A magneses nyomas (illetve tdgabban a magneses erk) és a termikus nyomads relativ
jelent6ségét jellemzo dimenzidtlan paraméter a

B = 2uoP/B? (3.140)

plazma béta. Mivel (1.110) szerint a nyomés nagysdgrendileg a bels6 energiasiiriiséggel
egyezik meg, a plazma béta egyben a magneses és termikus energidk aranyat is jellemzi.
Kis plazma bétaji kozeg (pl. a napkorona) héallapotat tehat a mégneses tér hatarozza
meg.

87



15. abra: Gorbiilt magneses erévonal geometrigjat jellemz6 mennyiségek

Bontsuk tovabb (3.139) utolsé tagjit a mégneses térrel parhuzamos és arra meréleges
osszetevokre! Vezessiik be ehhez a 7 mégneses tér irdnyd egységvektort, valamint az n
egységvektort, amely az adott pontban az erévonalhoz simul6 kor kozéppontjaba mutat.
A 21. dbra alapjan az erévonal mentén kicsiny ds ivhossznyit elmozdulva 7 megvéltozasa

d7=nd¢ =nds/R (3.141)
Eszerint a k gorbileti vektorra
n d7f
k=—=— 3.142
R ds ( )

A fentiek alapjan a magneses fesziiltségtenzor divergencidja

(BV)B/ o = b(7V)(B7) /o = Bt;0;(B7:)/ 110 = B*7;0;7;/ 1o + 77;0; B/ 1o = F o + F

(3.143)
ahol
’k 5 (3.144)
F.=Bk=——n .
ok
a gorbileti erd, és
BQ
F, = — | T 3.145
¢ (FV 21&0) T ( )

a mdgneses feszitderd (mdgneses tenzid). A gorbiileti eré tehat az er6vonalakra meréleges
irdny1, és a gorbiileti kozéppontba mutat, azaz az erévonalak kiegyenesitésére torekszik.
Nagysdga forditva ardnyos az R gorbiileti sugarral. A magneses feszitéer6 viszont éppen
ellensulyozza a méagneses nyomas gradiensének tériranyu komponensét.

MAGNESES FLUXUSCSOVEK

Rétegzett, nem magnesezett plazmaba agyazott, kornyezetével nyomdsegyensiulyban levo még-
neses fluxuscsore

R B? R
% 20 p
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ahol a ’0’ index a kornyez6 kozegben felvett értékekre utal. Eszerint a csében a siiriiség altalaban
eltér a kornyez6tol, igy a csében levd anyagra a nyomasgradiens és a nehézségi erd kiilonbsége,
vagyis a felhajtéerd nem nulla:

Fy=(p—po)g (3.147)
hiszen a hidrosztatikai egyensily alapjén dP/dz = Py/Hp = pog. Ez utébbi kifejezést és a (3.146)

Osszefliggést felhaszndlva T' ~ T esetén a felhajtéerd nagysagrendileg
P-P, B?
Hp 2M0Hp

Fy~ (3.148)

Ha a fluxuscs6 a kornyezdé kozeghez képest v, sebsséggel mozog a csére merdleges irdnyban,
akkor a cs6 koriil a kérnyezetben fellépo aramlas a Bernoulli-térvény szerint moédositja ott a nyo-
mést. Ezért a nyomasi és nehézségi erdk fenti mérlege nem lesz helyes, amit formalisan egy tovabbi
erd, a kozegellendllds vagy aerodinamikai ellenallas képében vehetiink figyelembe. Nagy Reynolds-
szamok esetén a fellépd turbulencia miatt a d 4tméréjil csé egységnyi térfogati darabjdnak d/v, id6
alatt dtadott impulzus nagysdgrendileg megegyezik azzal a pov? /d impulzussal, amit a kornyezo,
po sturtségii fluidum cséhoz képesti mozgéasa altal a csé adott szakaszan atvinne:

Fy = Cppov? /d (3.149)

ahol C'p egység nagysagrendi faktor.

3.6 MAGNETOSZTATIKA

3.7 FORGO FLUIDUMOK DINAMIKAJANAK ELEMEI

3.8 LOKESHULLAMOK
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4. PERTURBACIOK FLUIDUMOKBAN

4.1 LINEARIS PERTURBACIOK

LINEARIZACIO A fluidummechanika (3.30), (3.43), (3.56) alapegyenleteit tomor-
szimbolikus jeloléssel igy irhatjuk:

YAPY +BUY 4+ C=0 k=1.n (4.1)
Itt
P
\%
Y=| T | =Y(x,t)
P

a fiiggd valtozék n-dimenziés vektora, A®) és B*) linedris (differencial)operatorok, C
pedig konstans vektor.

Legyen Yy (4.1) egy stacionarius megoldasa:
Y, APY,+BWY,+C =0 (4.2)
Perturbéljuk meg kissé e megoldést:
Vi=Yor+Yy  |Y/Youl <1 VY

Ezt (4.1)-be visszairva, (4.2)-t kivonva, és az Y’-ben masodrendii tagot Y’ kicsinységére
tekintettel elhanyagolva a probléma linedris perturbdcios egyenletére jutunk:

Y APY, 4+ (YoA® + BR)Y =0 (4.3)

Y, staciondrius volta miatt az egytitthatok idofiiggetlenek, tehat idofiiggés szempontja-
bol ez allando egytitthatés homogén linearis differencidlegyenlet. A megoldas idofiiggése
eszerint exponencidlis jellegii:

Y/ (x,t) = Yj(x) exp(iwt) (4.4)
Ezt (4.3)-be visszairva egy sajatérték-problémahoz jutunk, melyben a sajitérték szerepét
w, a sajatfiiggvényét pedig a perturbacié Y} (x) helyfliggése jétssza. A megoldds idébeli
viselkedése nyilvan az w = wg + tw; komplex frekvencia képzetes részétol fiigg:

— Ha w; > 0, a megoldéds stabil (a perturbacié lecseng).
— Ha w; < 0: a megoldés instabil (a perturbédcié exponencidlisan nd).

Maésteldl

— Ha wgr = 0, a perturbéacié amplitiddja az idében monoton valtozik.
— Ha wr # 0, a perturbacié amplitiddja az idében oszcillal.

NORMAL MODUSOK A (4.3) sajatérték-probléma sajatfiiggvényei, a normdl modu-
sok a gyakorlatban mindig ortogonalis fiiggvényrendszert alkotnak, mely a folytonosan
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differencialhaté fiiggvények korében tobbnyire teljes is (bar a teljesség sok esetben nem
bizonyitott). Ezek szerint tetszéleges helyfiiggésti perturbécié felirhaté normél médusok
szuperpozicidjaként.

A normal médusok alakjara nézve akkor tehetiink tovabbi megkotéseket, ha az Y ala-
paramlés bizonyos térbeli szimmetridkkal rendelkezik, hiszen ekkor a perturbécios egyenlet
az id6 mellett egyes térkoordinatdk szempontjabdl is dllandé egyiitthatdsnak tekintheto:

Homogén eset: Yo # f(x) Y/(x) = Y] exp(ikx)
Plénparallel eset: Yo = f(2) Yi(x) = Y/(2) expli(kyz + kyy)]
Hengerszimmetrikus eset: Yo = fla) # f(¢,2) Yi(x)= Yk( )exp[ (me + k,z)]
Gombszimmetrikus eset: Yo = f(r) # f(0,9) Y.(x)=Y/(r)Y.(0,0)

(4.5)
Itt V! az l-edfokd, m-edrendii gombfiiggvény.) A sajétfiiggvények meghatdrozasa utén
azok kifejezéseit a (4.3) linedris perturbécids egyenletbe visszairva altalaban egy algebrai
egyenletet nyeriink w-ra és k-ra, az un. diszperzios relaciot.

STABILITASVIZSGALAT  Reélis fluidumokban perturbdcidk éllandéan fellépnek, ha
mas okbdl nem, hat a fluidumot felépito részecskék véletlen mozgasai miatt. Természetesen
nagyobb perturbaciok kisebb valdszintiséggel alakulnak igy ki, de nemzérd valdszintiséggel
barmekkora zavar kialakulhat.

Fentebb megallapitottuk, hogy minden perturbécié felirhaté norméal médusok szuper-
pozicidjaként. Eszerint az aramlés linedris stabilitasanak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy egyetlen linearis normal médus —w; névekedési rataja se legyen pozitiv. A stabili-
tasnak dltaldban véve azonban ez csak sziikséges, de nem elégséges feltétele, hiszen nem
zarhaté ki, hogy az elhanyagolt, Y'-ben mésodrendfi tagok figyelembevételével més ered-
ményre jutnank, vagyis kicsiny, de véges amplitiddju zavarok még névekedhetnek. Ezt a
kérdést csak (dltalaban numerikus) nemlinedris stabilitdsvizsgdlattal lehet tisztazni.*

A stabilitdsvizsgédlat soran a linearizacié mellett (illetve attdl fiiggetleniil) més egysze-
risitéseket is gyakorta alkalmazunk. Két fontos esetet kiilonboztethetiink itt meg.

(1) Tayn < Ten eset

Ekkor az aramlas dinamikai idoskalaja sokkal rovidebb a diffuziv skalaknal, melyek
koziil a legrovidebb a kicsiny Prandtl-szamok miatt az asztrofizikdban rendszerint a ter-
mikus idoskala. Ez az eset valésul meg pl. a csillagok belsejében. Ekkor a perturbaciok
dinamikai idoskaldn vald fejlédése szempontjabdl a diffuziv tagok szerepe jelentéktelen,
igy azokat els6 kozelitésben elhanyagolhatjuk. (Tehét 1ényegében idedlis fluidumot tekin-
tiink.) Ez a dinamikai vagy adiabatikus stabilitdsvizsgdlat.

A diffuziv tagok a linearis perturbacios egyenlethez kétféle jarulékot adnak: a diffuzivi-
tasok perturbacidit nem tartalmazoé, és azt tartalmazo tagokat. Pl. a hovezetési egyenlet
diffuziv tagja esetében

(kV2T) = koV?T' + K'V*T
—— ——
diffuziv tag vibréciés tag
(A forrastagok perturbécidit — igy a héegyenletben €'-t — szintén a vibréciés tagok kozé
szamitjuk.) Az adiabatikus esetet ezek koziil csak a diffuziv tagokkal kiegészité elemzés

*Elvben az a lehetdség is fenndll, hogy a linedrisan instabil médusok nemlinedrisan stabilizalédnak, azaz névekedésiik
egy kis véges amplitidéndl megall. A gyakorlatban azonban ez nemigen fordul el8.
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a diffuziv stabilitasanalizis, mig a minden tagot figyelembe vevo a vibrdcids stabilitdasvizs-
galat.

Ha a rendszer dinamikailag stabil, akkor az atlagos dinamikai egyensilytdl a hosszabb idéskalaja
effektusok — a linearis elméletben — nem tudjdk eltériteni. A diffuziv és vibracids instabilitdsok
legfeljebb az egyenstily koriili, dinamikailag k6z6mbos (wy = 0) rezgések amplittidéjanak szekuldris®
novekedését okozhatjak.

A diffuziv tagok egyféle diffuzivitds figyelmbe vétele esetén mindig stabilizélo jellegliek (az egyen-
suly koriili rezgéseket csillapitjak). Tobb, kiillonb6zé nagysagi diffuzivitds Osszjatéka viszont mar
szekularis amplitido-novekedést, tehdt instabilitast is okozhat. Ezek az un. kettds diffuziv instabi-
litasok — egy példajuk a 4.6. szakaszban targyaland6 szemikonvekcid.

A vibracios tag elnevezése a pulzdlé valtozdocsillagok elméletébdl ered, ahol éppen ezek felelések
a pulzdci6 létrejottéért (k- ill. e-mechanizmus). Ennek ellenére a pulzdld csillagok t6bb tulajdon-
saga, igy a peridodusuk, mar az adiabatikus elméletbdl is megkaphaté. Maga a pulzacié ugyanis a
dinamikai idéskalan zajlik, a vibracids effektusok csupan az amplitidoé hosszu tava valtozasat — a
pulzacié gerjedését vagy lecsengését — hatarozzak meg.

Lehetségesek ugyanakkor olyan perturbaciok is, melyek a dinamikai egyensilyt nem
bolygatjak meg, csak a homérsékleteloszlast, igy a zavar csak a termikus idéskéalan, a
héegyenlet altal eloirt modon fejlédik. Az e feltételezés mellett végzett analizis a termikus
stabilitdsvizsgalat, az ilyen zavarok okozta instabilitas pedig a termikus instabilitas.

Ennek nemcsak olyan esetben van létjogosultsaga, ha a dinamikai idoskala hosszu a
termikushoz képest (pl. kiterjedt diffiz gazfelhékben), de még az ellenkezd esetben is
elofordulhatnak dinamikailag stabil rendszerekben a termikus folyamatok altal hajtott
szekuléris instabilitasok, melyek soran a rendszer csupa dinamikai egyensulyi allapoton at
fejlodik. Az ilyen szekuldris termikus instabilitas ismert példai az dériascsillagok fejlédése
soran fellépo héliumuillamok.

(2) Tin < Tayn eset

Ez az eset valésul meg altalaban diffiz kézegekben (csillaglégkorok, csillagkozi anyag),
legalabbis kelléen nagy méretli anyagesomok (pl. 6rids molekulafelhdk, szoldris protube-
rancidk) esetében. Az ilyen kozegek optikailag vékonyak, igy hiilési idejiik méretiiktél
fiiggetlen, mig az [ /v dinamikai idéskéla a mérettel n6, tehat bizonyos mérethatar folott
a feltétel teljestiil. A legrovidebb idéskalaju viselkedést ekkor a termikus stabilitdsvizsgd-
lat mutatja meg, melynek soran most a stirtiség allandonak, vehetd, hiszen az azt — a
kontinuitési egyenletnek megfeleléen — megvaltoztatni képes aramlasok idéskaldja sokkal
hosszabb a vizsgalt termikus folyamatokénal.

A rovid idéskélan stabil rendszer ugyanakkor a fentiekhez hasonléan még mutathat
szekuldris linedris instabilitasokat — csak éppen most a dinamikai instabilitas lesz sze-
kularis jellegli. Az ilyen instabilitas csupa termikus egyensilyi allapoton at alakulhat ki,
tehat a szekularis dinamikai perturbaciok vizsgalatandl tobbnyire izoterm zavarokat kell
tekintentink.

HANGHULLAMOK A fenti altalanos elvek legegyszeriibb alkalmazédsaként vizsgaljuk
végtelen, homogén gaz dinamikai stabilitdsat.

Végtelen, homogén, semleges, politrop gazt tekintiink. A politrop allapotegyenlet (3.50)

1 Szekuldrisnak a rendszer legrévidebb idéskéldjanal nagysigrendileg hosszabb skélju folyamatokat nevezziik. (A latin
saeculum, azaz emberoltd, évszdzad szébdl.)
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differencialis alakja alapjan a stirtiség és a nyomas Lagrange-perturbaciéinak 6sszefiiggése

6P = c2op (4.6)

ahol .
Z=12 (4.7)

Po

I' értéke idedlis gazban a fent térgyalt (1) esetben (adiabatikus perturbacié) 5/3, a (2)
esetben (izoterm perturbacid) pedig 1.

Egy a mennyiség da Lagrange- és o’ Euler-perturbéciéinak osszefiiggése a linedris elmé-
letben a (3.24) sszefiiggést dt-vel szorozva

Sa = a + EVag (4.8)

ahol 5 = vdt a fluidumelem (infinitezimélis) elmozdulasvektora. Homogén kézegben
(Vag = 0) tehat (4.9) az Euler-perturbacidkra is fennall:

P =cp (4.9)

Mivel a kontinuitéasi és a mozgasegyenlet az alapallapotra trivialis, perturbaciéjuk koz-
vetleniil felirhato:
op' + V(pev) =0 (4.10)

O (pov) = =V P (4.11)

Vegyiik most (4.11) divergenciajat, és az eredményt helyettesitsiik be (4.10) id6 szerinti
derivaltjaba. fgy (4.9) felhasznéldséval p’ kivételével minden véltozdt kikiiszoboltiink, és
egy hullamegyenlethez jutunk:
orp = AV (4.12)
A megoldas:
P o< expli(wt — kx)] (4.13)

(Kicsiny perturbéacié hulldmszama sziikségképpen valds.) Ezt (4.36)-ba visszahelyettesitve
a diszperzios relacié
w = *c:k (4.14)

tehat w valés. A megoldas tehat dlland6é amplitiddji hullamok, a hanghullimok vagy
akusztikus hullamok alakjaban &llt el6. A hullamban a stirtiség periodikusan ingadozik,
tehat a fluidumelemek Gsszenyomodnak és kitagulnak. Az oszcillacié visszatérito ereje a
nyomasgradienstol szarmazik.

A hulldmok (4.7) fazissebessége (és egyben csoportsebessége), a ¢ hangsebesség ideélis

gazban
R 3k
A=T—-T=T""
1 m.
vagyis a gazban a hangsebesség nagysagrendileg a részecskék termikus sebességével egye-
zik meg. A (4.11) egyenlet jobb oldaldba a (4.9) és (4.13) kifejezéseket behelyettesitve
kitinik, hogy a gyorsulds — s igy integrédlja, a fluidumelemek sebessége — mindig k
iranytd. A hanghulldmok tehat longitudindlis hulldmok.

T =Tv? (4.15)
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4.2 TERMIKUS INSTABILITAS HOMOGEN GAZBAN
4.3 HIDROMAGNESES HULLAMOK

ALFVEN-HULLAMOK Tekintsiink most idedlis plazmat z irdnyd konstans B =
Bpe, mégneses térben. Korldtozzuk érdeklodéstinket az inkompresszibilis perturbaciok-
ra, melyekre p’ = 0 — igy (4.9) szerint egyben P’ = 0. Bar a nyomdsperturbécié hajtotta
hanghullamokat ezzel kisziirtiik, az alabbiakban megmutatjuk, hogy By # 0 esetén létez-
nek a perturbacios egyenleteknek nemtrivialis megoldasai: az an. Alfvén-hulldmok.

A kontinuitasi egyenlet (4.10) perturbéaciéja p’ = 0 esetén a
Vv =0 (4.16)
inkompresszibilis alakra egyszertisodik. A perturbaciés egyenletek megoldésat ismét
v x exp|i(wt — kx)] (4.17)
alakban keresve, a (4.16) feltételbe val6 visszahelyettesités a
kv =0 (4.18)

feltételre vezet. A keresett hullamok tehat transzverzdlisak.
A mozgéasegyenlet és az indukcids egyenlet linearis perturbacioi:

poatv = (V X B,) X Bo/ﬂo (419)
OB =V x (v x By) = (ByV)v (4.20)

A (4.19) egyenlet szerint a gyorsulds — és igy annak integrélja, a sebesség is — meréle-
ges a magneses tér irdnyara, tehat v, = 0. Eszerint az Alfvén-hullamok rezgési sikja
meroleges a k és By vektorok kitilizte sikra. Ha specidlisan k és By parhuzamo-
sak, vagyis a hulldim éppen a mégneses térrel parhuzamosan terjed, akkor a polarizécié
tetszoleges lehet.

Helyettesitsiik be (4.19) id6derivéltjdba a (4.20) egyenletet! Az eredmény pp-lal atszo-
rozva:

,U()p()afV = [V X (Bov)V] X B() \:’/(Bov)(Bov)V — [V o BOsz]zBO (421)
(111.9)

= Bid*v — B{V(d.v.) (4.22)
Az utolsé tag v, = 0 folytan elttinik, igy végil is a
v = vid>v (4.23)
anizotrop hulldmegyenletre jutunk, ahol
va = Bo/(popo)'” (4.24)

az Alfvén-sebesség. A (4.17) prébamegoldast a (4.23) hullimegyenletbe helyettesitve a
diszperzios relacié
w = vk, = vk cost (4.25)
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16. abra: Alfvén-hullamok terjedési diagramja
17. dbra: Magnetoakusztikus hulldmok terjedési diagramja

ahol 0 a z-tengellyel (a perturbdlatlan mégneses tér irdnyaval) bezért szog. Az Alfvén-
hulldmok tehét anizotrop médon terjednek, és c4 = w/k fazissebességiik a mégneses térre
merdlegesen zér6. (Ezt pongyola fogalmazéasban gy szoktdk mondani, hogy a hullamok
“csak a magneses tér mentén terjednek.”). Az ilyen anizotrop hullamok terjedési sebessé-
gének c4(0) irdnyfiiggését egy polardiagramon, az in. terjedési diagramon szokés dbrazolni
(16. dbra). A diagramon a gorbe egy pontjdnak helyvektora c(0)k.

Feladat: Szamitsuk ki az Alfvén-hulldmok dw/dk csoportsebességét! Milyen viszony van a csoport-
és fazissebesség kozott? Rajzoljuk fel a terjedési diagramot a csoportsebességre is!

MAGNETOAKUSZTIKUS HULLAMOK Ejtsiik most el az inkompresszibilitas felte-
vését, s vizsgaljunk olyan perturbacidkat, melyekre nem érvényes a kv = Bov = 0 feltétel!
Az ilyen zavarokra P’ # 0, vagyis fejlédésiikben a magneses erék mellett a nyomasgradi-
ens is szerephez jut. Ezért ezeket magnetoakusztikus hullimoknak (olykor magnetoszonikus
hulldmoknak vagy mégneses hanghulldmoknak) nevezik.

A # = 0 esetben a longitudinalis hanghullimokban a fluidumelemek az erévonalak
mentén mozognak, igy magneses perturbaciok nem lépnek fel, s a hanghullamok terje-
désére a magneses tér nincs hatassal. Ekkor tehat harom linearis fiiggetlen hullammaodus
lehetséges: egy valtozatlan formaban terjedé hanghullam, valamint két, egymasra merd-
legesen polarizélt Alfvén-hullam. (Utébbiak 4 /2 faziseltoldst szuperpozicidjaval cirku-
larisan polarizélt Alfvén-hulldim — mds néven torziés Alfvén-hulldm — is lehetséges.)

A 0 = 7 /2 esetben tisztan longitudindlis hanghulldmok hulldmfrontjai az erévonalakkal
parhuzamosak. fgy az er6vonalak alakja nem torzul el, és magneses gorbiileti erd és tenzio
nem lép fel. Ugyanakkor az er6vonalak stirlisége, vagyis térerosség a hullamban ingadozik,
ezért a magneses nyomas gradiense is szerepet kap az eréegyensulyban. A visszatérito er6
igy a termikus és a magneses nyomas gradiensének osszege, a hullamok terjedési sebessége
pedig nagyobb, mint a nem mégneses esetben: ¢ = d(P + B?/2u)/dp = ¢ + v5.

Az altalanos esetben, mivel varakozasunk szerint a médusok viselkedése 6 fiiggvényében
folytonos, a k-By stkban rezgd hullimmodusokra 17. dbrdhoz hasonld terjedési diagramot
varunk. Altalaban tehat két magnetoakusztikus hullimmodus 1ép fel: egy tobbé-kevés-
bé izotrop moédon terjedd gyors magnetoakusztikus hulldm, tovabba egy, a magneses tér
mentén terjedd lassi magnetoakusztikus hullam.

A ¢, > vy esetben (nagy plazma béta) tgy tekinthetjiik, hogy csak gyenge csatolds
lépett fel az Alfvén és a hanghullamok kozott. A gyors hullam 1ényegében hanghullamnak
tekinthetd, melyet a magneses tér kissé modositott; a lassti hullam ugyanakkor a nyomési
erok altal kissé befolyasolt Alfvén-hullamként is felfoghato.

A ¢; < vy esetben (kis plazma béta) ugyanakkor a csatolds nagyon erds, és a fenti
analdgia nem hasznédlhaté. A gyors modus pl. ilyenkor # — 0-ban egy transzverzélis Alf-
vén-hullamba, § — m/2-ben viszont egy tisztan longitudinalis médosult hanghulldmba
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megy at.
Cs > va és cs < vy kozegek hatardn a gyors hullam gyors hulldmba, a lassi lassuba
megy at. Ennek soran refrakciét szenvedhet.

4.4 JEANS-INSTABILITAS

Tekintstik nyugvé homogén, semleges, kompresszibilis, ongravitalé fluidumot. Mar fen-
tebb a 3.4. szakaszban belattuk, hogy az ilyen fluidum — mely a homogén vilagegyetem
modelljeként is felfoghato — nem lehet sztatikus egyensilyi allapotban, hanem 6sszehu-
z6dnia vagy tédgulnia kell. Ennek ellenére tegyiik most fel, hogy fluidumunk nyugalomban
van (ezt az onkényes, szigorian véve helytelen alapfeltevést “Jeans-svindlinek” is szokds
nevezni).*

Szokas szerint tekintsiik a kontinuitdsi egyenlte és a mozgéasegyenlet linearis perturba-
cidjat:

Op + poVv =0 (4.26)
po0v = —c2Vp' — po VU’ VU’ = 47G)p’ (4.27)
A mér megszokott exp(iwt — kx) alaki probamegoldést visszahelyettesitve ebbdl az
w? = A(k* — k3) (4.28)
diszperziods relaciora jutunk, ahol
i3 — 4”5” 0 (4.29)

A kj hullamszamnak megfelelé hullamhossz az un. Jeans-hossz:

Ay =2m/ky = cs\/J7/Gpo (4.30)

A Jeans-hosszal megegyez6 atmérdji fluidomgomb tomege pedi a Jeans-tomeg:

4 4 kT \*? 1
* 0

A (4.28) relaci6 azt mutatja, hogy a Jeans-hosszndl kisebb 1éptékii (k > k) perturbé-
ciok viselkedése oszcillatorikus (w valds), tehat ezek a zavarok kissé médosult hanghullé-
mokként terjednek a kozegben. A Jeans-hosszat meghalad6 méretii ill. a Jeans-hossznal
nagyobb tomegii (k < k) stirisodéseket ill. ritkuldsokat viszont 6ngravitaciéjuk megallit-
hatatlanul 0sszehtuzza ill. kitagitja, igy idébeli fejlédésiik monoton jellegii, s a rendszernek
az egyensulytol vald exponencidlis eltavolodasat, instabilitasat jelentik. Ez a Jeans-insta-
bilitds, amely diffiz asztrofizikai kozegekben a strukturaképzodés (pl. a csillagkeletkezés
és a galaxisképzidés) {6 oka.

*Az e szakaszban a Jeans-svindli segitségével levezetett eredmények egzaktabbd tehetdk, ha a szamitast tagulé Hubb-
le-dramlédsban, vagy sztatikus de véges kiterjedésii felh6 kicsiny, homogénnek tekinthets részében, ill. esetleg kétdimenzids,
végtelen homogén sikban megismételjiik, ezekben az esetekben ugyanis az alapallapot valéban staciondrius.
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4.5 HANGHULLAMOK RETEGZETT KOZEGBEN

AKUSZTIKUS LEVAGAS A homogén kozegekben fellépd kicsiny zavarok vizsgalatat
terjessziik most ki a legegyszeriibb inhomogén esetre: a 3.3. szakaszban vizsgalt rétegzett
kozegekre. Planparallel atmoszférat tekintiink tehat, ahol a perturbélatlan, egyensulyi alla-
potban a kozeg jellemzoi a z magassag fiiggvényei, a nehézségi gyorsulas pedig g = —ge,
(e, a z irdnyu egységvektor).

Az alabbi, illusztrativ jellegli targyaldshoz szoritkozzunk a 4.1. szakaszban targyalt (2)
esetre, azaz vizsgaljuk izoterm zavarok viselkedését izoterm atmoszférdban (I'y =T = 1).
Mivel ekkor (4.7) szerint Py = ¢2pyg, ¢ pedig &llandé, a (4.6) relaciot a (4.8) osszefliggésbe
helyettesitve az Euler-perturbaciok kapcsolata tovabbra is

P =2y (4.32)

Igy a (3.84) hidrosztatikai egyensily figyelembe vételével a homogén gézra felirt (4.9)-
(4.11) linedris perturbécids egyenletek a kévetkez6képpen édltalanosodnak:

o'+ V(pov) =0 (4.33)

Oi(pov) = —=VP +p'g (4.34)
P

P=cy =12 (4.35)
Po

A 4.1. szakasz végén, a homogén kozegben terjedé hanghullamok targyalasanal hasz-
nélt eljardst kovetve vegyiik most (4.34) divergencidjat, és az eredményt helyettesitsiik be

(4.33) id6 szerinti derivaltjaba. Igy (4.35) felhasznaldséval az alabbi médositott hulldm-

egyenletet kapjuk:
0p = AV3 — gV (4.36)

A megoldast most
P x expli(wt — kyx — kyy — Kz)] (4.37)
alakban kereshetjiik, ahol k, és k, szimmetria okokbdl valds.
Visszahelyettesitéssel a kovetkezo diszperzids relaciohoz jutunk:
w? =2k + K?) + i2w,.c,. K (4.38)
ahol kj, a hullimszdm vizszintes komponense (kj = k2 + k7),

9 Cs

= = 4'
e 265 2Hp ( 39)

w

Hp pedig a (3.85) nyomadsi skdlamagassag. Ez a diszperziés relacié mésodrendii algebrai
egyenlet K-ra. Megoldasa:

wac

K=ir,+k, K, =— k2= (W —w2)/— kK (4.40)
Cs
Ebbdl
w? = w? + 2k? (4.41)
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18. abra: Rétegzett kozegben terjedd hullimok szdmara megengedett teriiletek a kp—w sikon. Az
attekinthetOség kedvéért az wac > wpy esetet dbrazoltuk; ellenkez6 esetben a kiilénb6z6 hulldmti-
pusok tartoményai atfedhetik egymast.

19. abra: Hanghulldm terjedése egy csillag belsejében, geometriai akusztikai dbrazolasban.

(k* = ki + k2). Terjed6 hullimok (k? > 0) esetén tehdt w > w,.. Ha w < w,,, akkor K-nak
nincs valds része, igy a perturbacié viselkedése a z szerint nem periodikus, nem hullam-
szerl; ehelyett amplitidéja a hullamforrastol tavolodva exponencidlisan lecseng. (Ugy is
szoktak mondani: a hulldm evaneszcens, vagyis elenyészik.) Rétegzett kézegben tehat
wac-nél alacsonyabb frekvenciaju hanghullamok nem terjednek. w,. elnevezése
ezért: akusztikus levdgasi frekvencia. A jelenség konnyen megérthetd, ha meggondoljuk,
hogy definici6jdbdl kovetkezéen w,. nagysigrendileg a hanghullimok (nyoméshulldmok)
egy skalamagassagon valé athaladasi idejének reciprokéaval egyezik meg. Eszerint ennél
hosszabb 1d6skélaja zavar (pl. a kozeget alulrdl vagy feliilrél hatdarolé merev lap lassi
fel-le mozgésa) esetén a kozegnek bdségesen van ideje hidrosztatikai egyensilyi allapotat
a korilményekhez igazitani, a megvaltozott nyomaési erdket a nehézségi erével kiegyen-
stilyozva. fgy az w — 0 hataresetben a kozeg csupa hidrosztatikai egyenstlyi allapoton
at fejlodik. (A homogén esetben erre nem volt lehetéség, hiszen ott a nyomadsi eréket
ellensilyoz6 mas eré nem 1ép fel.)

A nem izoterm kozeg dltalanosabb esetében a targyalds jéval bonyolultabb, de lényegében mege-
r6siti a fenti kovetkeztetést, s az akusztikus levagési frekvencia dltalanos kifejezését

2
, dH,
= 1-2 4.42
“ae = 4R ( dz ) (4.42)

alakban adja meg, ahol H, a stirliség skalamagassaga.

Feladat: Mennyi lesz a (4.42) képlet zardjeles faktoranak értéke izentropikus atmoszféraban?

Nemzéré kj, vizszintes hullamszam esetén a levagas feltétele altaldban még szigoribb.
Az (4.41) diszperzids relacié alapjan k? csak akkor pozitiv, ha a frekvencia meghaladja az

Wacot = (W3, + C3K7) V2 (4.43)

értéket — mnevezzilk ezt effektiv akusztikus levdgdsi frekvencidnak. Hanghullamok tehat
csupdn a 18. dbran satirozassal jelolt (kp,w) értékparoknak felelnek meg.

p-MODUSOK, HELIOSZEIZMOLOGIA

Ha a kozeg nem szigoruan izoterm, w,. és ¢y fiigg 2-tol. fgy rogzitett w frekvencidra
és a ky, vizszintes hulldimszamra (4.41) alapjdn a rétegzett kézegben a hullamvektor k,
fiiggbleges Gsszetevije fligg z-t6l. Terjedése sordan tehat a hullam refrakciot (torést) szen-
ved, irdnya valtozik. (Folytonosan rétegzett kozeg esetén folytonosan, két homogén kozeg
hatdran ugrasszertien.)

A csillagok belsejében a homérséklet, s igy a vele ardnyos hangsebesség, befelé no.
Ezért fix k;, mellett w,, kifelé, c k;, pedig befelé no. Adott w frekvenciaju és kj, vizszintes
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hullamszamu hanghullam szamara megengedett tartomany tehat feliilrol és alulrdl is kor-
latos. A két hatar kozott a hullam, mint egy hullamterelében, terjed, a hatarokrdl pedig
visszaver6dik. Mivel w = w,e .5 esetén k, = 0, a tartomédny alsé hatardhoz (w ~ cky)
kozelitve a terjedési irany a vizszinteshez kozelit, s a hataron a hullam visszafordul. A
fels6 hatdrndl w ~ w,., igy k ~ 0: a hulldm élesen verédik vissza (19. dbra).

Az alsé visszaaverodés helye fligg attol is, milyen a hullam terjedési iranya adott magas-
sdgban (pl. a felsé visszaver6dés utan). A felsé visszaver6dés magassaga viszont csak w-tdl
fligg. Az evaneszcens tartomanyban a hullam amplitiddja gyorsan lecseng, ezért a csilla-
gok légkorében csupan az akusztikus levagasi frekvencia felszin kozelében felvett értékéhez
hasonlé periddusi (a Nap esetében 5 perc koriili) oszcillaciok figyelheték meg,.

Tobbszori visszaverodéssel a hullam az egész csillagot sokszorosan korbeutazhatja, s
onmagaval interferenciaba lépve alléhullimma alakulhat. Ez az interferencia csak megha-
tarozott diszkrét w—kp—k,o egyiitteseknél erosito jellegii, ezért a csillagban jelentés amp-
litudoval csak ezen diszkrét oszcillaciés moédusok fellépte varhato. Mivel a most targyalt
hanghullamok visszatérité ereje a nyomasgradiens, a csillagok ezen normal médusait p-
modusoknak nevezzik.

4.6 NEHEZSEGI HULLAMOK ES KONVEKTIV INSTABILITAS

NEHEZSEGI HULLAMOK  Fentebb, a rétegzett kozegben terjeds hanghulldmok disz-
perziés relacidjanak levezetése soran érdeklodésiinket az izoterm kozegben terjed6 izoterm
hullamokra korlatoztuk. Ha viszont a kozeg és a hullamok politrop indexe eltér, a kozeg-
ben a hanghullamok mellett jfajta hullamok is fellépnek, melyek visszatérito ereje a
felhagtoerd.

A perturbaciés egyenletek ezen megoldasainak vizsgalatdhoz tegytik fel, hogy a keresett
perturbaciok viselkedése eleget tesz a

V(pov) =0 (4.44)

Osszefliggésnek. Ez a kontinuitdsi egyenlet (3.38) anelasztikus alakjanak linedris pertur-
baciéja. Mint lattuk, az anelasztikus kozelités kisziiri a mar ismert hanghullamokat.

A forrasmentes megolddsok kereséséhez most képezziik a linearizalt, perturbalt moz-
gasegyenlet rotdciojdat a divergenciaja helyett:*

WV x (pov)] = Vo' x g=poV(p'/po) x g = p'V(1/po) x g (4.45)

=0 (pérh. vektorok)

A tovabblépéshez sziikségiink lesz az allapotegyenletre is, melyet a (3.55) Boussi-
nesq-kozelitésben frunk fel. E kozelités érvényességének kérdésére a kovetkezd szakasz-
ban fogunk visszatérni. A kozelités a potencidlis homérséklettel kifejezve, a © = ©'/6,
rovidités bevezetésével:

p'/po = —0pO (4.46)

*A vektoranalizis egy ismert tétele szerint ha egy végtelenben eltiing vektortérre VB = 0 és V x B = 0, akkor B = 0,
tehat a rotaciéképzéssel megolddst nem veszithetiink.
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Ezzel (4.45) a B
[V x (pov)] = 0ppoVO x g (4.47)

alakot oOlti. Ismételt rotacioképzéssel, és az eléjelet megforditva:
—0, V[V (pov)] + 0:V3(pov) =  0ppogd.VO + dppy(V?O)g
N— —
=0 (4.44)
— [6p(8Vp0) VO — 6p(Vpy) (VO)g|  (4.48)

le.

Levezetés: A bal oldal itt az (I11.8) azonossag segitségével adédott. A jobb oldal viszont az (II1.6)
vektorszamitasi azonossag felhasznaldasaval kaphaté meg, figyelembe véve, hogy ¢g; = —gd;3:
V x (poVO x g)|; = —€5j10; (Po€xim 0O gm3) = — (8110 jm — 6im071)0;(p0 OO gdpms) =
—p0g0-0;0 — pogid70 — (d.po)(9;0)g + (9;p0)(9;0)g;

A w = pov, és a Vi = 02 + 9 jeloléseket bevezetve (4.48) z-komponense
O,V*w = —gdppy V30 (4.49)

Adiabatikus perturbacidk esetén a fluidumelemek entropidja, és azzal egyértelmi kap-
csolatban all6 potencialis homérséklete sem véltozhat: D,© = 0, azaz linearis kozelitésben
0,0’ +v,d, 0y = 0. Ezt Oy-lal dtosztva:

w

0,6 =———
' SN

.6, (4.50)

Végiil (4.49) id6 szerint derivaltjaba behelyettesitve a (4.50) egyenletet, egy egyvalto-
z06s egyenletet kapunk w-re:

OFV*w = wi, Viw (4.51)

ahol 46
2 _ 5.9 9% _ R vAY S 4.52
wBV P@O dZ (vﬁd v) PHP ( )

az un. Brunt-Vaisdla-frekvencia. Itt
Py dTy

= —— 4.53
v Ty dFy ( )

az asztrofizikaban széles korben elterjedt jelolés, mely nem tévesztendo Ossze a nabla
operatorral.

A megoldast szokas szerint
w o expli(wt — kx)] (4.54)
alakban keressiik. Visszahelyettesitéssel a diszperzios relécié
Wk? = Wik}

avagy
w = wpvky/k = wpy cos (4.55)
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ahol 0 a hullamszamvektor vizszintessel bezart szoge. Léteznek tehat nemtrivialis forras-
mentes megolddsok. Mivel a nyomaési tag a (4.45) mozgasegyenletb6l mar az elsé rotacio-
képzéssel eliminalodott, e rezgések visszatérito ereje a nehézségi erd, ezért neviik: nehézségi
hulldmok.

A hulldm miikddési mechanizmusa a kovetkezd. A (4.45) egyenletben fellép6 vissza-
térito er6 pontosabban a differencialis nehézségi eré vagy felhajtoerd. Az eredeti helyé-
0l elmozdult fluidumelem és kornyezete kézott a Boussinesq-kozelités szerint mindenkor
nyomasegyensily van. Az adiabatikus allapotvéltozassal j nyomast felvett elem és kor-
nyezete kozott azonban altaldban stirtiségkiilonbség 1ép fel. (4.52) szerint ez visszatérité
jellegli — tehat oszcillacidhoz, és igy hullammozgashoz vezet — , ha V < V4. Ez a felté-
tel konnyen értheto, hiszen ha a kozeg perturbalatlan hémérséklete a nyoméssal lassaban
no, mint adiabatikus allapotvéltozas esetén, akkor a lefelé elmozdult elemek melegebbek
(a folfelé elmozdultak hidegebbek) lesznek koérnyezetiiknél, ez pedig a (3.52) Boussinesq-
kozelitésben az atlagnal kisebb (nagyobb) stirtiséget, s igy az elemet visszatérité irdnyu
felhajtoerot jelent. Ennek folytan az elem egyensilyi helyzete koriil oszcillalni fog, s a
rezgés hulldmként terjed tovabb.

Minthogy cos@ < 1, (4.55) értelmében a nehézségi hullamok csak a Brunt—Vais-
ala-frekvencianal alacsonyabb frekvenciaval terjednek. A kj,—w-diagramon tehét a
18. abréan jelolt tartoméanyt népesitik be.

Lathato tovabba, hogy kj, = 0 esetén w = 0, vagyis a nehézségi hullimok vizszintes
iranyban terjednek. Ugyanakkor terjedési iranyuk a fiiggélegeshez képest tetszolegesen
kicsiny, de véges szoget is bezarhat.

KONVEKTIV INSTABILITAS A (4.52) Brunt Viisali-frekvencia képzetessé valik,
ha a kozegben a potencialis homérséklet, vagyis a fajlagos entrépia kifelé csokken. Ez a
feltétel tobb alternativ alakban is felirhato:

(j{j <0 azaz V> V. azaz fli/z > <gg>s (4.56)
Ekkor a (4.54) normél médusok viselkedése nem oszcillatorikus, tehat nehézségi hullamok
nem terjednek (evaneszcensek). Ugyanakkor minden k hulldmszémra talalhaté exponen-
cidlisan novekvé és csokkend megoldds is (hiszen w = Fiwgyvky/k), tehat dinamikai ins-
tabilitas 1ép fel. Az instabilitas mechanizmusa a hullaimok hatdsmechanizmusaval azonos,
csak most forditott elgjellel. Ha V > V4, a kézeg perturbalatlan hémérséklete a nyomas-
sal gyorsabban né, mint adiabatikus allapotvaltozéas esetén. Igy a lefelé elmozdult elemek
hidegebbek (a folfelé elmozdultak melegebbek) lesznek kornyezetiiknél, ez pedig a (3.52)
Boussinesq-kozelitésben az atlagnél nagyobb (kisebb) stirliséget, s igy az elemet egyensilyi
helyzetétol még jobban eltavolito felhajtéerot jelent. Az igy keltett fel- és leszallé konvek-
tiv mozgasok miatt az instabilitast termikus konvektiv instabilitisnak szokas nevezni. Az
instabilitas fenti (4.56) feltétele a Schwarzschild-kritérium.

A Schwarzschild-kritérium teljestilése esetén azt mondjuk, hogy a rétegzddés szuperadi-
abatikus; ellenkezd esetben szubadiabatikus. Ha V ~ V.4, (kvdzi)adiabatikus rétegz6désrél
beszéliink.

(3.52) szerint az instabilitas feltétele az alabbi alternativ alakban is felirhato:
dp dp
— — 4.
P = <8P> ) (4.57)
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Ez a Ledoux-kritérium.

A Ledoux-kritérium csak az eddig vizsgalt kémiailag homogén esetben ekvivalens a Schwarzs-
child-félével. Elofordulhat azonban, hogy a koézegben kémiai inhomogenitas van jelen. A csillagok
belsejében pl. gyakori eset, hogy a hélium koncentraciéja a hidrogénfizié kovetkeztében befelé né.
Ekkor az idedlis gazok allapotegyenletében fellép6 p atlagos molekulasily tébbé nem csak a nyo-
maés és a hdmérséklet (Saha-egyenletbdl meghatdrozhatd) u(P,T) fliggvénye, tehét a p = p(P, T, )
allapotegyenlet nem {rhat6 p(P,T) alakba. [gy az allapotegyenlet (1.22) differenciélis alakja altala-

nosabban d JIT AP d
P M
— =—6p—+0p — +0pr — 4.
p P +0r o +0pr p (4.58)
A Boussinesq-kozelités tehat a fentiek helyett
p/ ! M/
— =—-0p—=+0pr — 4.59
P P +opr i ( )

A kritériumok fizikai értelmezése alapjan nyilvanvald, hogy a dinamikai instabilitds alapvetobb,
altalanosabb érvényi feltétele a Ledoux-kritérium, hiszen ez kozvetleniil az instabilitdsért felelés
felhajtéerdt okozé siirliségkiilonbségekre utal. A (4.58) alakot dP/P-vel osztva, és bevezetve a

_ Pdu _ P (ou
Ve= T Vi (BP)S’{Q}

Pd
;ﬁ =—0pV+or+dprVy,

Ebbél a bal oldal adiabatikus (azaz dllandé entrépia és kémiai Gsszetétel melletti) értékét levonva,
a Ledoux-kritérium bal oldala aranyos a

jeloléseket:

5P(Vad — V) + 5PT(VM — VM ad)
kifejezéssel. A Ledoux-kritérium tehat ilyen formaban is irhato:
V —Vaa > (5PT/5P)(V;¢ — V’u, ad) (4.60)

Idedlis gdzban parcidlis ionizacié hidnyaban a jobb oldal V ,-vel egyezik meg.

Ha a kozeg a Ledoux-kritérium szerint stabil, de a Schwarzschild-kritérium szerint instabil,
akkor a felszallé (leszalld) elemek szuperadiabatikus hémérsékletgradiensbél eredd, siirtiségesokke-
nését (névekedését) a nagyobb (kisebb) nehézelem-tartalom tilkompenzalja. [gy az elem oszcilldlni
kezd az egyensulyi dllapot koriil. A dinamikainal jéval hosszabb, diffuziv id6skaldn azonban az
oszcillacié amplituddja valtozik. A gyakorlatban a hodiffuzivitas mindig jelentésen meghaladja a
kémiait (hiszen hét a fluidumelem kornyezetével nemcesak részecskék dtaddsa révén, de részecsketit-
kozésekkel és sugdrzassal is cserélhet). Ezért a destabilizdlé hatdsi hémérsékletfluktudciot a diffizié
er6sebben csokkenti, mint a stabilizdlé hatdsa kémiai fluktudciét. Ennek hatasara a visszatérito erd
— s igy a rezgés amplitiddja — periédusrdl periédusra kicsit né. Ez egy, a dinamikai idoskalanal
sokkal hosszabb termodiffuziv idéskalan fellépd, oszcillatorikus instabilitdashoz vezet.

Ez a jelenség az asztrofizikdban szemikonvekcio néven ismert. A fellépé mozgasok jellege és amp-
litiddja az instabilitds nemlinedris fazisdban ma még nem ismeretes. A szemikonvekcié kezelése a
csillagfejlédési elméletek egyik f6 bizonytalansigi tényezoje. Féként korai tipusu csillagok esetében
jelent fontos problémat, mivel itt a konvektiv magot 6vez6 szemikonvektiv zéndban zajlé keveredés
litemétdl fligghet, mennyi idét tolt a csillag a fésorozaton. (Minél nagyobb a hatékonyan kevert
mag, anndl tovdbb elegendd lizemanyagot szolgdltat a centrélis égési folyamatoknak).

A szemikonvekcié forditottja, ha a kozeg Ledoux-instabil, de Schwarzschild-stabil. Az ekkor-
felléps dinamikai instabilitdst tehat a kompoziciés gradiens hajtja (nehezebb anyag van feliil). Az
asztrofizikdban ez az eset kevésbé jelentOs (esetleg szoros kett&soknél léphet fel, tomegdtadds utan).
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20. abra: Nehézségi hullam terjedése a Nap belsejében.

A geofizikdban viszont fontos alkalmazasai vannak. Ilyenek a feliil melegebb, de sésabb tengervizben
kifejléds un. séugjak. De a Fold folyékony kiilsé magjaban zajlé konvektiv mozgasok is kompozicids
konvektiv eredettiek.

Feladat: A nehézségi hulldmok diszperzids reldciéjanak fenti levezetésében (3.55) helyett a (4.59)
altaldnosabb alakot haszndlva mutassuk meg, hogy a dinamikai instabilitds feltétele valéban a (4.60)
Ledoux-kritérium!

g-M()DUSOK A fazissebesség iranyat (4.55) szerint adott kj, mellett a frekvencia
hatarozza meg. Minél kozelebb van a frekvencia wpy-hez, annal kozelebb all a terjedési
irany a vizszinteshez. Mivel az égitestek belsejében a Brunt-Vaisala-frekvencia a mély-
séggel valtozik, a nehézségi hullamok esetében is fellép a refrakcid és reflexié jelensége.
A hanghullamok esetéhez hasonldéan a reflektdlédé hullamok a gomb alaku égitestben
korbejarva onmagukkal interferalnak, ami diszkrét hullamszam-frekvencia értékparoknal
alléhullamok kialakulasahoz vezet: ezek a g-maodusok.

A Naphoz hasonlé, hiivosebb csillagok belsejében wgy a centrumtol tavolodva csokken,
mignem a konvektiv zona aljan eltiinik. Ezért véges w frekvencidji nehézségi hullam csak
azon r, sugaron beliil terjedhet, ahol wgy(r.) = w, ezen kiviil pedig evaneszcens lesz. A
centrumtél tavolodva (4.55) értelmében a terjedési irany a fliggblegessel egyre nagyobb
szoget zar be, mig végiil r,-ndl vizszintessé valik, és bekovetkezik a reflexié (20. dbra).
A p-médusok esetével ellentétben tehat az ilyen csillagokban a g-mddusok amplituddja
a centrumban a legnagyobb. Ezért az ezeken alapuld szeizmoldgiai vizsgdlatoknak nagy
jelentosége lehet a Nap magjanak részletesebb vizsgalata szempontjabdl. Sajnos azon-
ban, mivel ezek az evaneszcens médusok csak igen kicsiny amplitidoéval sziiremlenek ki a
fotoszféraba, a detektélasukra iranyuld torekvések mindeddig nem jartak sikerrel.

A forrébb, korai tipusi csillagokban viszont wgy a felszintol befelé haladva csokken, igy
itt a g-mdédusok a p-modusokhoz hasonléan nagy amplitidot érhetnek el a légkérben. Az
ilyen nagy amplitidéji g-moédusi oszcillaciok természetesen mindig nemradidlis pulzaciot
jelentenek a (4.44) feltétel folytan. Ilyen g-médust nemradidlis pulzéciékat azonositottak
mar pl. t6bb fehér torpecsillag 1égkdrében (ZZ Cet tipusu véltozdcsillagok).

4.7 TURBULENCIA

NYIRASI INSTABILITAS ES TURBULENS KASZKAD  Leegyszertisitett, de a lénye-
get mégis jol megragadd megfogalmazasban a turbulenciat az n. nyiréaramlasi insta-
bilitasok kovetkezményének tekinthetjiik. Az Ilyen instabilitdsok a nyirdsos dramlasok
(amelyekben a (?7) nyirdsi tenzornak nem minden eleme tiinik el, azaz a sebességnek
6nmaga iranyara meréleges irdnyban vett parcidlis derivaltja nem zérd) igen széles oszta-
lyara jellemzéek. Az instabil médusok a nemlinearis tartomanyban orvényekké fejlédnek,
melyek jellemzo6 1éptéke az eredeti aramlasban fellép6 nyiras L 1éptéke. Az instabilitds
L/V idéskalan fejlodik, ahol V' az elnyirt rétegek kozotti jellemz6 sebességkiilonbség. Az
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21. abra: Statisztikailag staciondrius turbulencia vazlatos energiaspektruma

instabilitds feltétele, hogy a Re = LV/v Reynolds-szam (v a viszkozitds) egy kritikus
értéket meghaladjon.

Elég magas Reynolds-szam esetén az instabilitasban képzodé orvények maguk is nyiras-
instabilak, igy orvények egész hierarchidja fejlédhet ki, amelyben minden egyes szintnek
megvan a maga [ léptéke és v jellemzo6 sebessége. A legkisebb orvények méretét az a felté-
tel szabja meg, hogy lv/v effektiv Reynolds-szamuk a kritikus értékkel egyezik meg, igy
o0k mar stabilak. Az egyes szintek orvényei energidjukat az eggyel magasabb szintiiekébdl
meritik az instabilitdas révén; igy a legnagyobb, L léptéken betaplalt energia zuhatag-
hoz (kaszkddhoz) hasonléan egyre tébb, egyre kisebb érvény energidjava alakul &t, mig a
legkisebb 6rvények léptékén (viszkozus 1épték) viszkézusan eldisszipal.

Hangsilyozando, hogy a fenti véazlatos kép oly mértékben leegyszeriisiti a valésagot,
hogy szinte mar hazug: a turbulencidhoz vezeto instabilitassorozat sokkal bonyolultabb a
fenti leirasnal, s részletei az aramlas tipusatol fiiggden valtoznak. A turbulencia eredeté-
nek ez a klasszikus fenomenologikus képe mégis érvényesnek foghato fel, mint a kiilonféle
aramlasokban ténylegesen végbemend folyamatok “kozos nevezoje”. Mint ilyen, fiiggetlen
a nagyléptékit aramlast létrehozé mechanizmustél, vagyis a kisebb léptékii turbulencia
esetében univerzalisan érvényes, akar pl. turbulens konvekciorél, akar véletlenszerii kény-
szer okozta mozgasrol van szd. Ugyanakkor tudataban kell lenntink annak, hogy ez a kép

elsiklik a turbulencia olyan lényeges vonasai f6lott, mint az intermittencia és a koherens
struktirdk (1d. alabb).

Matematikai megfogalmazasban az “Orvények” hierarchidjat az aramlasi tér Fourier-fel-
bontasaval foghatjuk meg. A fiiggetlen valtozo6 szerepét [-t6l ekkor a k ~ 1/l hulldmszam
veszi at. Az aramlas teljes kinetikus energiajat az egyes hierarchiaszintek jarulékainak
Osszege vagy integrélja adja: ' = [ Fy dk.

A fenti kaszkad-kép azon az implicit feltevésen nyugszik, hogy az energiaatadas a hul-
lamszam-térben lokdlis: minden 6rvény csak a nédla egy szinttel feljebb levoktol kap energi-
at. Ha a (nagy) energiabetédplalasi 1épték sok nagysdgrenddel meghaladja a (kis) viszkdzus
1éptéket, akkor azt varhatjuk, hogy a médusok kozotti ilyen lokalis energiatranszfer nem
“érzékeli” sem a nagyléptékli, az dramlést hajto folyamatokat, sem a kis 1éptékeken hato
viszkozitast, igy dinamikdjat csak a mozgdsegyenlet (vV)v inercidlis tagja szabja meg.
Ebben a koztes inercidlis tartomdnyban tehét az Ej, energiaspektrum alakja nem fiigghet
semmilyen el6re megadott 1éptéktol: skalafiiggetlen lesz, azaz hatvanyfiggvény. A hierar-
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chia egy “szintjének” ekkor a hulldimszamokban egy dekad (vagy més, logaritmikus skalan
konstans szélességili tartomany) felel meg, hiszen az 6rvényhierarchia énhasonlé. Az adott
szint{i orvények kinetikus energidja tehdt v?/2 = f/f/m Eydk ~ kEE}.

A KOLMOGOROV-SPEKTRUM Stacionarius allapotban, amikor az energiabetapla-
las potolja a disszipacidt, az inercialis tartomanyban, ahol sem a betaplalds, sem a disszi-
pacié nem jelentos, a kis k& hullamszamoktdl a nagyok felé tarté spektralis energiaatadasi
rata nem fiigg k-t6l (és megegyezik a disszipdcids rataval):

€ = v°/27 = const. (4.61)

ahol 7 a transzfer idéskaldja. A fent korvonalazott kép szerint a transzfert a nagyobb orvé-
nyek nyirdsi instabilitdsa okozza, igy idoskélaja ezen instabilitdsok novekedési ratajahoz
kothets: 7 ~ 1 /v ~ (vk)~!. Ezt (4.61)-be helyettesitve v ~ €'/3k1/3 vagy

By ~ 3753, (4.62)

Ez a nevezetes Kolmogorov-spektrum. A kisérletek és megfigyelések szamtalan esetben
igazoltak a Kolmogorov-spektrum felléptét semleges fluidumok turbulens aramlésaban.

MHD TURBULENCTA Troshnikov (1964) és Kraichnan (1965) rdmutattak arra, hogy a
T ~ /v Osszefiiggés vezetd fluidumban nem sziikségképpen teljesiil. v-t meghaladé Alfvén-sebes-
ségili magneses tér jelenlétében a turbulens fluktudcidk Alfvén-hulldmcesomagokként fognak visel-
kedni, melyek az er6vonalak mentén az Alfvén-sebességgel mozognak. (Ez az tn. Alfvén-effektus.)
Ennek még akkor is igy kell lennie, ha nagyléptékii méagneses tér nincs is jelen, ugyanis a kisléptékii
dinamémechanizmus (1d. aldbb a 7.3.1. szakaszt) dltal keltett turbulens mdgneses tér amplitidé-
ja a legnagyobb léptékeken minden realisan elképzelhet spektralkitevd mellett elég nagy ahhoz,
hogy a kisebb 1éptékii mozgasokat uralja. Iroshnikov és Kraichnan tgy okoskodtak, hogy két [
méretli, szembetaldlkoz6é hullimcsomag 7, = [/va < /v ideig hat kdleson, s e rovid idé alatt
csak egy kevés, mondjuk 0F, energidt tud egyik a maésiknak dtadni. Ahhoz, hogy egy hulldm-
csomag energidja az ilyen véletlen energiafelvételek és -leaddsok soran szamottevéen megvaltoz-
zon (E/SE)? = (va/v)? darab ilyen kolcsonhatés kell. Ha most 7;-t ezzel a szdimmal megszoroz-
zuk, 7 ~ (E/6E)?1; = (va/v)(l/v), ahol a va Alfvén-sebességet a legnagyobb léptékii mégne-
ses tér hatdrozza meg, igy az [-t6l fiiggetlen lesz. Ha ezt behelyettesitjiik (4.61)-be, az eredmény
v~ (eva)V k4 azaz
By ~ (eva)Y2k3/2, (4.63)

Ezt nevezik Iroshnikov—Kraichnan-féle (IK-) energiaspektrumnak. Megjegyzendd, hogy ¢ = const.
k-fliggetlen kinetikus energiatranszfert jelent, holott az MHD esetben nem a kinetikus, hanem a
teljes (kinetikus + mdgneses) energia az, ami megmarad.

Az utébbi években kétségek meriiltek fel az IK-skdlatorvény helyességét illetéen MHD turbu-
lencidban. Elméleti oldalrdl Goldreich & Sridhar (1995) felfedeztek néhdny hibat az eredeti Irosh-
nikov—Kraichnan-féle gondolatmenetben a hullamcsomag-kolcsonhatas egyszertsitett kezelésében.
Ezeket a kételyeket megerdsitik Muller & Biskamp (1999) numerikus szimulécidi, akik TK-spektrum
helyett hagyoméanyos Kolmogorov-spektrumot talaltak elenyész6 kereszthelicitasa 3D MHD turbu-
lencidban. Mivel a két spektrélkitevd szdmszerii értéke (1.5 ill. 1.66) elég kozeli, empirikus adatok
(megfigyelések vagy kisérletek) alapjdn nem konnyl a kérdést egyértelmiien eldénteni. Még az is
meglehet, hogy a hullamszamtérbeli energiadtadas nemlokalis jellege miatt a valddi energiaspektrum
nem is egészen hatvanytorvény).

AZ INVERZ KASZKAD Mint lattuk, a turbulens kaszkddban az energia altalaban a kis 1ép-
tékek felé “zubog”. Ez rendszerint a tobbi idedlis invaridnsra is igaz. Ha viszont két megmaradd
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mennyiség spektruma nem teljesen fiiggetlen egymastdl, ez meggatolhatja egyidejii parhuzamos
kaszkadjukat, igy az egyiknek a nagy léptékek felé kell ziidulni. Ezt nevezziik inverz kaszkddnak.

Legyen egy H megmaradé mennyiség Hj, spektruma Fj-hoz kotve, a Hy = h(k)k"E), Ossze-
fiiggés szerint, ahol h(k) alulrdl vagy feliilrdl (esetleg mindkétfel6l) korldtos. Konkrét példaképpen
tekinthetjilk a H = AB mégneses helicitast, ahol A a vektorpotencidl, B a méagneses térerdsség.
Ez 3D idealis MHD turbulencidban megmarad. E mennyiségre n = —1, és a h(k) relativ helicitds
feltilrél korlatos. (4.61)-et figyelembe véve H e-ra normélt spektrélis drama

kHy/er = h(k)k" (4.64)

Ez az daram gond nélkiil konstans lehet, ha n < 0 és h(k) alulrdl korldtos, vagy ha n > 0 és h(k)
feltilrdl korldtos. (Ez utébbi a helyzet az uV x u kinetikus helicitdssal, ami a 3D idedlis hidrodina-
mikai turbulencia invaridnsa). Ha viszont n < 0 és h(k) feliilr6l korldtos, mint a magneses helicitas
esetében, akkor a (4.64) kifejezés nyilvan nem lehet dllandé: nagy Reynolds-szdmok hatdresetében a
betéplalasi léptéken “bepumpdlt” H-nak csak elenyészéen kis hanyada disszipalhat el a kis 1éptéke-
ken. A betéaplalt mégneses helicitas tilnyomo része tehat csakis a kis k hulldmszamok felé zidulhat.
3D MHD turbulencidban tehat a magneses helicitds inverz kaszkadot szenved. Eppen ez az inverz
kaszkdad felelés a nagyléptékii dinamohatasért.

Végiil ha n > 0 és h(k) alulrdl korldtos, akkor (4.64)-bdl k-val novekvd spektralis dram kovetkez-
ne az adott mennyiségre nézve, ami stacionérius dllapotban nyilvan képtelenség, hiszen az inercidlis
tartomanyban betaplalds nem torténik. Ebben a helyzetben az energia és a H-val jelolt mennyiség
megmaraddsa csak ugy teljesiilhet egyidejlileg, ha az inercidlis tartoményban e # const.; ehelyett
e-nak k-val oly médon kell csckkennie, hogy H-nak allandé spektralaramu direkt kaszkadja legyen.
Az el6z6 esettel analdog modon igy most az energia mutat inverz kaszkadot. Ez az eset a 2D hid-
rodinamikai turbulencidban valésul meg, ahol a (V x u)?/2 ensztréfia idedlis invarians, spektruma
pedig egyszertien k?FE}, ebben az esetben tehat n = 2 és h(k) = 1.

KOHERENS STRUKTURAK ES INTERMITTENCIA A ma taldn legelterjedtebb turbulen-
ciaelméleti monogréfia, Lesieur (1987) miive hdrom kritériumot javasol, ami alapjin egy aramlds
turbulensnek mindésiil:
(1) Véletlenszeriiség
(2) Nagysagrendi novekedés a makroszkopikus transzportban, kiilonésen az impulzuséban*
(3) Kiilonboz6 1éptékli mozgdsok vannak jelen tobb nagysdgrendet dtfogd, folytonos mérettar-
tomanyban.

Az izotrop turbulencia fenti fenomenologikus képe alapjdn elképzelt dramlasok eleget tesznek
e feltételeknek. De a feltételek a véletlenszerii aramlasok sokkal szélesebb osztalyat engedik meg:
val6jaban a természetben vagy a laboratériumban el6fordulé legtobb turbulens dramlés, noha eleget
tesz e definicids kritériumoknak, egészen masként fest, mint azt naivan elképzelnénk. ElsGsorban a
koherens struktiurdk és a belsd intermittencia torvényszerl felbukkanasa 6tlik szembe.

A koherens struktirdk a turbulenciat hajté instabilitds normal mdédusaira emlékezteté képzdd-
mények. Klasszikus példajuk a turbulens keveredo rétegben lathaté Kelvin—Helmholtz-szerti orvé-
nyek. A meglepé benniik az, hogy még a teljesen kifejlett turbulencia tartoményaban is jelen vannak,
s meglepGen hosszu ideig fennmaradnak. Az egyes koherens strukturak viselkedése nem determinisz-
tikus, helyiik, méretiik kiilonboz6 idopontokban és az aramlas kiilonbozé realizaciéiban mas és mas.
A koherens strukturdk léte és jellemzoOik a turbulencia spektralelmélete alapjan nem ldthaté eld-
re, ugyanis e struktirdk az egyes Fourier-médusok féazisainak nem véletlenszerii szuperpozicidjabdl
adédnak, az Ej teljesitményspektrum pedig a fazisra nézve nem tartalmaz informéciot.

A “belsé intermittencia” kifejezés arra a tényre utal, hogy a disszipédcids rata az dramlasban nem
egyenletesen oszlik el. Ehelyett a disszipacié a fluidum térfogatanak egy intermittens részhalmazara
korldtozodik. Ezt néha kissé kodosen gy fogalmazzak meg, hogy az dramlas “nem mindenititt turbu-
lens”, amivel arra akarnak utalni, hogy a legkisebb (disszipativ) léptékekig lenyilé energiakaszkdd a

*A makroszkopikus transzportegyiitthaték értéke turbulens dramldsban ~ LV (v6. 7.4. szakasz). Az impulzusdram
nagysagrendi novekedése tehdt azt jelenti, hogy Re = LV/v > 1
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térnek csak egy (fraktdl) részhalmazdra korldtozdédik. A belsd intermittencia a struktirafiiggvények
alakjat és a spektrélkitevoket is mddositja, {6ként a magasabb rendl korrelacidk esetében.

4.8 KEVEREDESIHOSSZ-ELMELET

MODOSULT CSILLAGSZERKEZETI EGYENLETEK A 3.3. szakaszban a csillag-
szerkezeti egyenleteket azzal a feltevéssel vezettiik le, hogy a csillaghan nincsenek belso
mozgasok (v = 0). Termikus konvektiv instabilitds azonban szinte minden csillag valamely
rétegében fellép, és ez belsé mozgasokhoz, az energiatranszporthoz hozzajarulé konvektiv
aramlasokhoz vezet. Meg kell tehat vizsgalnunk, hogyan szamithaté ki a csillagok szerke-
zete konvekcid esetén.

Ehhez feltételezziik, hogy a csillag dtlagosan tovabbra is gombszimmetrikus (tehat nem
mégneses és nem forog), sztatikus egyensilyi dllapotban van, és a benne zajlé turbulens
mozgasok csupan véletlen fluktudciok ezen atlagos egyensulyi allapot koriil. Tetszoleges a
fizikai mennyiséget egy a id6atlag és egy o’ fluktuacié osszegére felbontva képezziik most
a (3.30), (3.43) és (3.63) fluildummechanikai alapegyenletek atlagét. Az atlagolt egyenle-
tekben a parcidlis idéderivaltas tag értelemszertien zéré lesz, a hely szerinti derivaltakban
pedig a gombszimmetriat kihasznalva a gradiens- ill. a divergencia-operatort

Va=da ill. V(a)=(1/r*)d.(r*a,) (4.65)
kifejezésekkel helyettesithetjiik.
A kontinuitas igy pl.
Vpv=0 = d.pr’2v=0 = pr?v = const.

alakt lesz. Mivel szimmetriaokokbdl a kozéppontban nem lehet radialis tomegéram, a

konstans sziikségképpen nulla:
pr2v =0, (4.66)

ami egyszerfien annyit jelent, hogy az r sugart gomb — r2-tel ardnyos — feliiletén ki- és
bearaml6 tomeg atlagosan nulla, vagyis a csillag nem tagul és nem zsugorodik.
A mozgédsegyenlet és a (3.63) teljes energiaegyenlet atlaga ugyanigy

\Y (Pg +pvo v) =pg+ V7 (4.67)

\Y% [%p’UQV + pHv + E} — V7T = pen (4.68)

Az asztrofizikdban a Reynolds-szamok a nagy térbeli méretek miatt mindig oriasiak, ezért,
mint egyszerli nagysagrendi becsléssel kimutathaté, a viszkézus tagok a fenti egyenletek-
ben elhanyagolhatok.

A hely szerinti derivéltat (4.65) szerint kifejezve (4.67) a
d(P+F) _GM(T)

dr 72

D (4.69)
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alakot olti. Itt, akarcsak korabban a folyé tomeg definicidja

o = 4r?p (4.70)
A (4.69) hidrosztatikai egyensilyi egyenlet bal oldaldn viszont a (3.98) alakhoz képest
most megjelent egy 1j tag, a

P, = pv? turbulens nyomdas.

Mivel (4.15) értelmében P ~ pc?, ebbdl kovetkezben a turbulens és termikus nyomads
ardnya P,/P ~ v?/c? = M?. Az M Mach-szdm a csillagokban zajl konvekcié esetében
tobbnyire kicsiny, igy a turbulens nyomés hatasa altalaban nem jelentds: a szubszonikus
konvekcié a csillag hidrosztatikus egyensilyat csak kicsiny mértékben zavarja meg.

A (4.68) egyenlet viszont (4.65) felhasznaldsdval ismét a sugarzdsegyensilyi egyenlet

szokasos alakjat olti:

AL _ (4.71)
— = 47" peny .
dT’ p N

Az L(r) foly6 luminozitds kapcsolata a teljes energiafluxussal a korabbiakhoz hasonléan

most is L = 4mr? jg). Az energiadram most harom jarulékbdl tevédik Ossze:

(T . . .
i =g+ jo + e

melyek a kovetkezok:

JE sugdrzdsi energiafluzus — vo. (3.5)
Je = pHv, = pH'v, konvektiv entalpiaflurus
Ik = %pv%r kinetikus energiaflurus

Definiciéjukbdl lathato, hogy j. és 7. a mozgd luidumelemek altal advektalt belsé energia
ill. kinetikus energia. (A tdguldsi munka miatt a belsé energia helyett az entalpia az a
mennyiség, ami a mozgd tomegelem ténylegesen magdval vihet.)

A (4.69)—(4.71) egyenletek — a jelentéktelen turbulens nyomastdl eltekintve — mege-
gyeznek a kordbban kapott (3.98)—(3.100) egyenletekkel. Lényeges kiilonbséget jelent azon-
ban, hogy a hémérséklet helyfiiggését leird (3.101) egyenlet — mely (3.5) atrendezése —
alakja most

dr 1 | L(r)
A7rr?

hiszen ez az Osszefliggés csak a sugarzasos energiaaramot kapcsolja 6ssze a homérsékletg-
radienssel, mig most az energiadaramnak egyéb jarulékai is vannak.

—-— = —Je—1J 4.72
ar pCpk J Jk] (4.72)

A konvektiv energiadram fellépte a negyedik csillagszerkezeti egyenletben sziikségessé
teszi egy olyan elmélet kidolgozasat, mellyel ez a tovabbi tag kiszamithaté. Az asztrofi-
zikai konvekcié az inhomogén, turbulens kozegekben fellép6 turbulens transzport prob-
léméjanak specialis esete, igy a lefrasara hasznalt mddszerek is a turbulens transzport
modellezésére hasznalt eljarasok alkalmazasai. Legegyszeriibb, és ezért az asztrofizikaban
legszélesebb korben haszndlt koziilik az un. keveredésihossz-elmélet.

ALAPFELTEVESEK A probléma egyszeriisitése érdekében az aldbbi feltevéseket
tessziik.

108



1. Rex> 1.
Mar a (4.69)—(4.72) csillagszerkezeti egyenletek levezetése soran kihasznéltuk, hogy
a Reynolds-szam nagy, igy az atlagolt fluidummechanikai egyenletekben fellépd visz-
kézus tagok elhanyagolhatok.

2. Mk 1
A kis Mach-szamu, erdsen szubszonikus turbulencia nyomasa, mint fentebb mond-
tuk, elhanyagolhaté a termikus nyomés mellett. Feltevéstink tovabbi kévetkezménye
(1d. TV. fiiggelék), hogy a relativ stirtiségperturbécié kicsiny: p’/p < 1

3. A turbulencia anizotropidja nem tul erds, azaz a kozegben a vizszintes és fliggéleges
aramlasi sebességek, ill. a vizszintes és fliggoleges skalahosszok kozott nincs nagy-
sagrendi kiilonbség.

4. | < Hp: a turbulencia korrelaciés hossza kicsiny a nyomadsi skdlamagassaghoz (és
altalaban az atlagos mennyiségek skdlahosszahoz) képest. Mivel | az el6z6 szakasz
szerint nemcsak a turbulens fluidumelemek méretét, hanem &tlagos élettartamuk
alatt megtett utjukat is jellemzi, ez az Un. “lokalis” vagy “vékony réteg” kozelités
két tovabbi, donto egyszertisitést tesz lehetové.

— Jr < Je, vagyis a kinetikus energiadram ebben a kozelitésben elhanyagolhatd,
hiszen az egy adott szinten fel- ill. lefel¢ athaladé fluidumelemek [ kicsinysége
miatt 1ényegében ugyanolyan kornyezetbol érkeznek, igy az “elééletiik” ugyano-
lyan, s igy mozgasi energidjuk is ugyanakkora.

— P'/P K T'|T ~ p/p, vagyis alkalmazhat6 a Boussinesq-kozelités (1d. IV. fligge-
1ék). A termodinamikai mennyiségek fluktudciéi kozotti osszefiiggésekben (ame-
lyek alakilag a teljes differencidlok 1.1. szakaszban felirt reldcidival egyeznek meg)
igy a P’ nyomasfluktuécié elhagyhato.

P, és ji elhanyagolasa miatt az egyetlen kiszamitandé mennyiség tehat a j. konvek-
tiv entalpiafluxus. Felhasznélva, hogy az entalpiafluktudcié (1.24) kifejezésében a jobb
oldal masodik tagja a Boussinesq-kozelitésben elhanyagolhaté, H' = pcpT’. Ezzel j. fenti
definicidja igy irhaté tovabb:

Je = pH'vr = G po, T + Gp'0, T = Cyrcy pwb + O(ﬂ/ﬂ) (4.73)

ahol w és 0 a fiiggdleges sebesség és a hdmérsékletfluktuacié r.m.s. értékei:

w? = 02 6> =T
C,r pedig egy korrelacids egytitthatd, melyet egyelore szabad paraméterként kezeliink.

A (4.73) kifejezés szerint tehdt a jobb oldal kicsiny utolsé tagjét elhagyva a konvektiv
energiadram kiszamitasahoz w és 6, vagyis a turbulens sebesség és homérsékletfluktuaciok
jellemzo értékére van sziikség.

ALAPKEPLETEK A turbulens amplitiddk kiszamitdsa a keveredésihossz-elméletben
két igen egyszert nagysagrendi Osszefliggés alapjan torténik.

A fluidumelemre haté felhajtoré az elem kornyezete és az elem silyanak kiilonbsége,
aza térfogategységre vetitve —p’g. A Boussinesq-kozelités (3.52) kifejezését felhaszndlva
ez dp(T"/T)pg ~ dppgl/T-vel egyenls. Az elem élettartama alatt méretének megfeleld [
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utat tesz meg. A felhajtéerét az uttal megszorozva megkapjuk a feljatdero altal végzett
munkat, ami az elem kinetikus energiajaval egyezik meg:

oplpgl ~ 3 pw?
Egyszertisitve, atrendezve, és az egységnyi nagysagrendii C,, faktort bevezetve:

0
w? = Cypép gl 7 (4.74)

Vagyis: a turbulens elemekben a tipikus hémérsékletfluktudcié értéke mar meghatarozza
a rajuk haté felhajtéerot, s ezen keresztiil az elért sebességiiket.

A hoémérsékletfluktudcié viszont annak a kovetkezménye, hogy az egyensiilyi helyze-
tébol elmozdult elemben az allapotvéltozas kozel adiabatikus, mig a kornyezo plazma
T(P) atlagos rétegzédése ha kis mértékben is, de szuperadiabatikus. A Boussinesq-kozeli-
tés értelmében a nyomasfluktuacio elhanyagolhatod, vagyis a fluidumelem nyomaésa mindig
megegyezik a kornyezetével. Mivel a lokalis kozelités szerint | < Hp, a fluidumelemek
elmozdulési tartoményan beliil a nyomésvaltozas az eredeti helyiikon mért nyomashoz

képest

dP Ar
AP~ YA =S pep
T T

Ekkor az elemben és kornyezetében mért hémérséklet eltérése az elem eredeti helyén-
mért értéktol a Taylor sorfejtések elsd tagjaval kozelithetd, igy azok kiilonbsége, vagyis a
hémérsékletfluktudcio (1.18) ill. (4.53) felhasznaldsdval

ar (T Ar
/N J— ~Y —_—
T_ldp <a )JAP_(V Vo) g T

Az elmozdulés soran atlagosan Ar ~ [ igy — a fentiekhez hasonléan bevezetve egy egy-
ségnyi nagysagrendi Cp faktort — f-ra a

0 l
7= 0V =V (4.75)

Osszefliggés adodik.

A (4.74) és (4.75) algebrai reldcidk a keveredésihossz-elmélet alaposszefiiggései. Ezeket
a kiszamitando6 konvektiv fluxus (4.73) kifejezésébe helyettesitve:

jo = CorCH2CHP 12 (6pg / HE) e, pT(V — Vag)*? (4.76)

Bar ez a kifejezés szdmos szabad paramétert tartalmaz, azok csupan a C,pCl/ QC’%/ RE
(hossztisdg)? dimenziéji kombindciéban fordulnak els, ahol a C-k egységnyi nagysdgren-
du faktorok. Ezért célszert [-et a fenti kombindcié négyzetgyokeként wujradefinidlni, igy ez
az egyetlen, keveredési hossznak nevezett paraméter “magaba nyelte” a probléma Osszes
szabad paraméterét — annak aran, hogy igy fizikai jelentését (korreldciés hossz) lényegé-
ben elvesztette.

NEMADIABATIKUS KONVEKCIO Az el6z6ekben feltettiik, hogy a turbulens elemekben
az allapotvéltozas adiabatikus. Ez valéjaban nem sziikségképpen teljesiil, hiszen az elem és kornye-
zete sugdrzéassal hét cserélhet. A sugdrzdsos hécsere relativ hatékonysdgat a héegyenlet advektiv
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tagjdhoz képest a fentebb bevezetett (3.65) Péclet-szam jellemzi: most Pe= lw/k. A hdegyenlet
dimenzidanalizisével — a turbulencia hozzavetoleges izotropidjara vonatkozo fenti 3. feltevéstinket
is felhasznalva — konnyen megmutathaté, hogy az ltaldnos esetben (4.75) helyett

Pe l S

— - = — /
1+Pe(V Vad)HP Cr(V V)HP

/T = Cr (4.77)

ahol az {gy bevezetett V' a turbulens elemekben megvaldsuld tényleges (nem adiabatikus) hégradi-
ens. A Pe— oo adiabatikus limitben (4.77) értelemszeriien visszadja a kordbbi (4.75) képletet.

Mivel (4.77) alakilag megegyezik (4.75) Osszefiiggéssel a V,q — V' helyettesitéssel, ugyanigy a
konvektiv fluxus (4.76) kifejezése is ugyanolyan marad, a fenti helyettesitéssel.

Ez a helyettesités azonban a fluxus kiszdmitdsénal technikai nehézséget jelent, hiszen V' (4.77)
szerinti definicidjdban a Péclet-szamon keresztiil fellép a w sebességamplitidd. Ezért a konvektiv
fluxus kiszdmitdsa az dltaldnos, nemadiabatikus esetben nem egy explicit képlettel, hanem (V — V")
mennyiség egy fliggvényére leszarmaztatott harmadfoki egyenlet megoldasa segitségével torténik.
A médszer mindazonéltal tovdbbra is algebrai, azaz — més, pontosabb konvekciéelméletekkel ellen-
tétben — nem gyarapitja Gjabb differencidlegyenletekkel a csillagszerkezeti egyenleteket.

KALIBRACIO Mivel a zéna hataraitol tavol az egyetlen, a helyi termodinamikai jel-
lemzok alapjan definidlhaté hossziusagskala Hp, ezért a keveredési hosszt rendszerint

[ = aMLTHP (478)

alakban veszik fel, ahol az ayr keveredésihossz-paramétert allandénak tekintik. Erté-
kének meghatarozasa céljabol kiillonbozo oy értékekkel kiszamitott csillagmodelleket
vetnek Ossze a megfigyelésekkel. A két legfontosabb kritérium:

— Kiilonboz6 tomegli, kémiailag homogén csillagmodellek &ltal kirajzolt gorbének a
szin-magnitudé diagramon vissza kell adnia a ZAMS megfigyelt pozicidjat és alakjat.

— A Nap modelljének 4,56 milliard éves fejlédés utan reprodukalnia kell a Nap megfi-
gyelt sugarat.

Az ilyen médon elvégzett kalibraciok o p-re tobbnyire 1,5 és 2 kozotti értékekre vezet-
nek. Ez nyilvanvaléan azt jelenti, hogy az | < Hp lokalis kozelités biztosan nem teljesiil
— vagyis az elméletet valéjaban érvényességi korén kiviil alkalmazzuk, amikor csillagkon-
vekcié modellezésére hasznaljuk! Ennek ellenére a keveredésihossz-elmélet a mai napig
a legszélesebb korben hasznalt asztrofizikai konvekcidelmélet, s eredményei szamos célra
kielégitonek mondhatdk.

Mi az oka az inkonzisztens médon alkalmazott elmélet meglepden jé teljesitményé-
nek? Ez els6ésorban annak tulajdonithatd, hogy a konvekcié az energiaatvitel rendkiviil
hatékony modja. A Péclet-szam a csillagok konvektiv zonaiban tobbnyire éridsi, kivéve
a késoi tipusu csillagok konvektiv burkdnak egy vékony felszini rétegét. Ennek kovetkez-
tében mar igen csekély AV = (V — V,4) szuperadiabaticitas is elegend6 ahhoz, hogy
a konvekcio csillag teljes luminozitasat elszallitsa. A csillagok konvektiv zénai ezért
nagyrészt gyakorlatilag adiabatikus rétegzddéstiek. A Nap 200000 km vastag kon-
vektiv zéndjanak nagy részében pl. AV ~ 107?; csupan a néhany szdz km vastag legfelsd
rétegben haladja meg a 0,1 értéket (szuperadiabatikus réteg). A csillag atlagos rétegzédése
ilyen kortilmények kozott egy szabad paraméterrel szinte barmilyen konvekcidéelmélettel
jol leirhaté — a szabad paraméter kalibracidjaval allapithaté meg, mennyi a fajlagos ent-
ropia konstans értéke a konvektiv rétegben, azaz melyik adiabatat kell hasznalni. Korai
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tipusu csillagok magjaban, ahol nincs szuperadibatikus réteg, a legegyszertibb modellek
esetében a konvekcidelmélet hasznalata teljességgel megkertilheto, és elegendd a megoldast
a csillagmagban egy adiabatdval helyettesiteni. Konvektiv burkokban valamilyen elmélet-
re sziikség van a szuperadiabatikus réteg jelenléte miatt, de a réteg vékonysaga folytan
az atlagos rétegzodés kalibrélasahoz a legegyszeriibb elmélet is megteszi.

A keveredésihossz-elmélet ugyanakkor lényegi korlatainal fogva képtelen arra, hogy
megadja

— a turbulens sebesség és homérsékletfluktuaciok pontos amplitidéjat, hiszen a kon-
vektiv fluxus csak w szorzattol figg, w-t6l és A-tdl kiillon-kiilon nem

— a konvekci6 részletes geometriai szerkezetét — anizotrodpiajat, fel/le aszimmetridjat,
topoldgiajat — , valamint az ezekkel szoros kapcsolatban allé kinetikus energiafluxust
(mely a valésdgban | ~ Hp miatt igen jelentos)

— a csillag allapotanak idéfliggését pl. pulzald kovektiv csillag esetén

— a nemlokalis effektusokat, mint. pl. az un. konvektiv tullovést, vagyis a mozgas beha-
tolasat a szomszédos, konvektive stabil rétegekbe

Az elméletnek sziilettek olyan heurisztikus kiterjesztései, pl. az in “nemlokalis keve-
redésihossz-elmélet” | melyek a fenti problémakat orvosolni prébaljak. Valoban kielégito
megoldéast ezekre a kérdésekre azonban — a numerikus szimulaciok mellett — csak a
sokkal részletesebb és egzaktabb statisztikai konvekcioelméletek nyujthatnak, melyeket
komplikaltsaguk miatt eddig csak korlatozottan alkalmaztak az asztrofizikaban.

112



I1. fiiggelék
FIZIKAI ALLANDOK ES ADATOK

I1.1 Az alapvet6 részecskék tablazata

FERMIONOK (spin = 1/2)

LEPTONOK
Jel  Név Tomeg Toltés | Jel  Név Tomeg Toltés
e~ elektron 511 keV -1 Ve e-neutriné < 3eV 0
w- miion 105,66 GeV 1| oy, p-neutriné < 8,4eV 0
T tau 1,7771 GeV -1 vy T-neutrind 0.03-8.4eV 0
KVARKOK
Jel Tomeg Toltés | Jel Tomeg Toltés
d ~ 10 MeV -1/3 | u ~ 5 MeV 2/3
S 75-170 MeV -1/3 | ¢ ~1,25GeV 2/3
b ~4,2GeV -1/3 ]t ~ 175 GeV 2/3

BOZONOK (spin = 1)

Jel Név Tomeg Toltés
v foton 0 0
w- “wuon” 80,22 GeV -1
A 91,19 GeV 0
g gluon 0 0
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II.2 A HADRONOK TABLAZATA

(A mezonok és hiperonok listdja nem teljes.)

MEZONOK (2 kvark, bozonok)

Jel Név Osszetétel Tomeg Toltés  Spin Elettartam
70 pion  ut;dd 134,98 MeV 0 0 84-107'7s
ot pion  ud 139,57 MeV +1 0 2,6-1078s
Kt kaon su 493,8 MeV +1 0 1,2-1078s
K°  kaon ds 497,7 MeV 0 0 4,0 MeV
n u@;d&;s? 547.3 MeV 0 0 1,2keV
pT ud 770 MeV +1 1 150 MeV
Ne ce 2,98 GeV 0 0 13 MeV
BARIONOK (3 kvark, fermionok)
NUKLEONOK
Jel  Név Osszetétel Tomeg Téltés  Spin  Elettartam
D proton uud 938,272 MeV +1 1/2 e
n neutron  udd 939,565 MeV 0 1/2 887s
HIPERONOK
Jel Név  Osszetétel Tomeg Toltés  Spin Elettartam
A° uds 1,116 GeV 0 1/2  2,6-10"0
)ons uus 1,19 GeV +1 1/2  8,02-107s
Q- 588 1,672 GeV -1 3/2 8,21-1071s

(Nagyon rovid életli részecskék esetében az élettartam helyett a mért energia bizonytalansigit adtuk
meg. Ez az élettartammal a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié szerinti kapcsolatban all.)
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I1I1. figgelék
HASZNOS MATEMATIKAI OSSZEFUGGESEK

III.1 VEKTOR- ES TENZORANALIZIS

A & egységtenzor (Kronecker-delta) definicidja:

1 hai=k
6ik:{ 0 haik (I11.1)

Az é Levi-Civita tenzor definiciéja:

+1 ha {ijk} € {(1,2,3),(2,3,
€ijk = -1 ha {Z]k} € {(372a 1)7( L,
0 egyébként

1,2
3,2)} (I11.2)

Einstein-konvencio: egy kifejezés egyes tagjai a benniik ismétl6d6 indexekre szummazanddk.
Jelen konyvben a konvencid csak a latin kisbetiis indexekre vonatkozik. A konvencié értelmében egy a
vektorra nyilvan

dijaj = a; (I11.3)
Va = 0;a; (111.4)
(V x a)i = Eijkajak (IH.5)

Fentiek alapjan konnyen belathatok az aldbbi azonossdgok:

€ijk€kim = 0il0jm — Oim0ji (I1L.6)

V x (ax b)=(bV)a+b(Va) — (aV)b — a(Vb) (II1.7)
Bizonyitds: A bal oldal ¢ komponense (II1.6) felhasznélaséval
6ijlcaj(Eklmalbm) - (5il5jm - 52m5]l)a (alb ) aj (aibj) - aj (a‘jbi)

ez pedig parcidlis derivédldssal épp a (II1.7) jobb oldaldnak ¢ komponense.

V x (V x a) = V(Va) — V?a (IT1.8)

x (Vxb)=(Vob)la—(aV)b (I11.9)
Bizonyitds: A bal oldal i komponense (II1.6) felhasznélaséval
€k €kimOibm = (0i10jm — 0im0;1)a;01bym = a;0;b; — a;0;b;
ez épp (I111.9) jobb oldaldnak i komponense.

A fentibél tovabba, b = a helyettesitéssel és a kozvetett fliggvény derivalasi szabadlyat a?-re alkalmazva:

x (V x a) = V(a?/2) — (aV)a (I11.10)
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IV. fiiggelék
ARAMLASTANI KOZELITESEK ERVENYESSEGI FELTETELEI

Tekintstink egy turbulens fluidumot, melyben tetszéleges a fizikai mennyiség egy a atlagérték [vagy: kiin-
duld érték] és egy o’ fluktudcié [vagy: perturbacid] osszegére bonthatd. Az aldbbiakban a teljesség kedvéért
megvizsgaljuk, hogy egyes, a 4. fejezetben t0bbszor hasznalt kozelitések pontosan milyen feltételek telje-
siilése esetén hasznalhatok.

IV.1 FELTETELEK A FLUKTUACIOS AMPLITUDOKKAL KIFEJEZVE

BOUSSINESQ-KOZELITES A 3.2. szakaszban ismertettiilk az altalanos baroklin dllapotegyenlet
egyszerlisitésének egy médjét az un. Boussinesq-kézelitést. Ez abban &ll, hogy az allapotegyenlet (1.22)
differencialis alakjaban a nyomasi tagot elhagyjuk:

d
i = —anTE—(spg
P T

Ez a kozelités folyékony és szilard kozegek esetében mindig jogos, ezekre ugyanis dr < dp.* Géazokban
O0p és 01 kozott altaldban nincs nagysagrendi kiilonbség, igy rajuk a Boussinesq-kozelités nyilvan csak
akkor haszndlhatd, ha az allapotvéltozas sordn a relativ nyomdésvéltozas kicsiny:

AP/P < Ap/p ~ AT/T. (IV.1)

A KONTINUITASI EGYENLET KOZELITESEI A (3.30) kontinuitési egyenlet dimenziéanalizise
a fluktudcidk [perturbédcidk] 7 idéskéldja [periddusal, I 1éptéke [hulldmhossza] és v sebességamplitiddja
segitségével
Op' + VvVp 4 pOyvy +pdyvy + pdyv, =0 (IV.2)
— O~ =

~p'/T  ~pv/H,  ~pv/l
Lathato, hogy az els6 tag a harmadikhoz képest elhanyagolhatd, vagyis a
V(pv) =0

anelasztikus kozelités hasznalhatd, ha
p'/p < St (IV.3)

Itt St = 7v/l az Gn. Strouhal-szdm. Jellemz§ értéke kifejlett turbulencidra 1 nagysdgrendd, mig a hullg-
melméletben és a linedris stabilitasvizsgalatban szereplé kicsiny perturbaciokra St < 1.

Ezen tulmenden a masodik tag is elhanyagolhat6 a harmadikhoz képest, vagyis hasznalhatjuk a
Vv =0
inkompresszibilis kizelitést, ha (IV.3) mellett
I/H, < 1 (Iv.4)

is teljestil.

*Folyadékra §p ~ 0.01-0.1, §7 ~ 1075; szildrd anyagra p ~ 0.01, §7 ~ 10~7-106.
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IV.2 A FLUKTUACIOS AMPLITUDOK BECSLESE

Vonjuk ki a (3.75) mozgdsegyenletb8l annak dtlagét, képezziik a kapott fluktudcids egyenlet divergencidjat
és az eredményt rendezziik P'-re:

v2p — atQp/ . V2(pv o V)/ —i—V(p'g) (IV.5)
—— \ , ——— N——
~P' /12 <p' /72 ~pv2 /12 ~p'g/l

Ez alakilag egy Poisson-egyenlet, mely a nyomasfluktudciok, mint skalartér forrdsait rendre a hanghulla-
mokban, a turbulens mozgdsok Osszenyomd/tdgité hatdsdban, illet6leg a felhajtéerdben jeloli meg.

Az egyenletet P-vel osztva, és kihasznalva, hogy (4.7) szerint P ~ c2p, tovabba felhaszndlva a Mach-
szém M= v/c, definicidjat, Hp (3.85) kifejezését, és azt, hogy p > 0, igy atlag koriili fluktudcidja legfeljebb
1 nagysagrendii:

P !
o~ M2 + P

rt IV.6

Ezt az Osszefliggést hasznaljuk fel a fluktudcios amplitidok becslésére. Harom esetet vizsgalunk meg.

(1) Rétegzetlen eset (Hp — o0)
Ekkor (4.9) szerint P’ ~ 2o/, igy (IV.6) alapjan

p/ p/ T )
Lol o~ M Iv.7
0, T (IV.7)

A Boussinsesq-kozelités tehdt rétegzetlen gdzra érvénytelen; az analeastikus (és egyben az inkompresszibi-
lis) kozelités viszont hasznalhaté szubszonikus turbulencia lefrasara (M? < 1), illetve a linedris elméletben
M? < St esetén, vagyis ha (mint a 4.6. szakaszban) nem zavar minket, hogy kizarja a hanghulldmokat.

(2) Instabil rétegz6dés
A keveredésihossz-elméletben vézolt gondolatmenet alapjan ekkor (4.74) szerint

/ / l

Pl amibsl M2~ 2L

P

vagyis (IV.6) jobb oldaldn mindkét tag hasonl nagysagrendii.
Eszerint a Boussinesq-kozelités érvényességének sziikséges és elégséges feltétele konvektive instabil

rétegben I/ Hp < 1, vagyis az tn “lokdlis kozelités”.

Az anelasztikus kozelités feltétele viszont M?H, /I < 1. A csillagok belsejében M? Altaldban igen
kicsiny, tehat az anelasztikus kozelités jol hasznalhaté a konvektiv zénakban az aramlasok leirdsara.

(3) Stabil rétegzédés
Tlyenkor a fluidumelemek rezgést végeznek egyenstlyi helyzetiik koriil. | < Hp esetén a (4.75) képlethez
vezet6 gondolatmenethez hasonléan
p'/p~AV,1/Hp,
ahol AV, deifniciéja AV-éval analég, csak benne T" helyett p szerepel.

A v sebességamplitidé meghatdrozdsdra most nem hasznalhat6 a (4.74) keveredésihossz-formula. A
Boussinesg-kozelités érvényességének ezért a (IV.6) jobb oldaldn &ll6 két tagnak megfeleléen kettés fel-
tétele lesz:

M?/|AV,| < /H, < 1

Az anelasztikus kozelités viszont akkor teljesiil, ha
AV, l/H, < 1 és ugyanakkor M? « 1

Csillagbels6kben mindkét kozelités feltételei jol teljesiilnek, csillaglégkorokben viszont egyiké sem.
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